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Abstract. This paper discusses the theory of derivatives and integrals in the form of
fractions with a particular order initiated by Lioville. Specifically, regarding the
correlation between fractional derivatives and integrals, by examining definitions,
determining the kernel function, and applying them to several examples, so a general
formula will be obtained regarding the relationship between the two. This formula is the
product of the fractional derivative of an order of a polynomial function of m-degree
which is equal to the (n + 1) derivative of the related order fractional integral of a
polynomial function of m -degree that the truth is proved by using Mathematical
Induction.

Keywords: fractional derivative; fractional integral; Fundamental Theorem of Calculus.

I. INTRODUCTION

One of the fundamental studies in mathematics, particularly in Calculus, is about derivatives
and integrals. Lacroix developed a formula for the nt" derivatives of x™ in early 18" century

[1], ;Cinxm = %xm‘”. Remember that ['(n) = f0°° x"le ™ n>0[2] and I'(n +

1) =nl'(n) where I'(1) = 1 [3]. Lacroix initiated replacing n with % and m=1s0 it is
1
obtained d—zlx = % and note that I"(%) = /m. Therefore, since then, studies related to
dx2
fractional order derivatives have emerged. Several mathematicians who studied Fractional
Calculus included Joseph Fourier, who initiated integral notation to denote derivatives with
non-integer orders. Joseph Liouville and Bernhard Riemann established a general notation for
fractional integrals. Mittag-Leffler, Grinwald, and Letnikov who greatly contributed to
develop the Fractional Calculus [4]

Several researchers discussed and established the Fractional Calculus, H. Vit Danon was
one of those who developed the theory, namely the Fundamental Theorem of Fractional

1 1
Calculus[5], Dzf(x) = DF 2(x), Podlubny [6] discusses fractional partial differential
functions, Hadamard [7] also states that derivative of non integer order of an analytic function
can be found using the Taylor series. Gunawan et al [8]explain a method to find a continuous
and well-defined function of two real variables on a surface that minimizes the fractional
integral energy.
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The focus of this research is to show the relationship between fractional derivatives and
integrals, and construct the Fundamental Theorem of Fractional Calculus of a particular order
of polynomial function of m-degree, and prove using Mathematical Induction. This article is
expected to provide new knowledge for students and serve as a reference source for other
researchers to apply and develop in related fields.

1. RIEMANN LIOUVILLE’S FRACTIONAL DERIVATIVES AND INTEGRALS

The Fundamental Theorem of Fractional Calculus is constructed using an analytical method.
First, we will discuss the concept introduced by the French mathematician, Joseph Liouville,
namely Liouville’s Fractional Integral or Riemann-Liouville’s Fractional Integral, which is a
generalization of the Riemann-Stieltjes Integral for functions that have fractional derivatives
[9]. Then, the corresponding kernel function is determined to obtain a generalized formula for
fractional derivatives and integrals of order n + ﬁand n+ % from polynomial functions of m-
degree with some examples to be analyzed. However, in this article, we used the polynomial
function[10] [11] f(x) = x™. The final step is to create a general formula for the Fundamental
Theorem of Fractional Calculus of order n +ki+1 and n +ki+2that the truth is proved by using

Mathematical Induction.

The fractional derivatives and integrals are obtained by extending the derivatives and
integrals of integer order to the g € Q. In this article, Riemann Liouville’s fractional derivatives
and integrals can be identified by looking at the sign of each order, either positive or negative.
If the sign is positive then it means fractional derivatives, whereas if the sign is negative then
it means fractional integrals. First, Definition 1 and 2 will be given.

Definition 1 [12]Let f and g Lebesgue Integrable on the interval (—oo, o). The convolution
of function f and g can be denoted as h = f * g, where g is the kernel of convolution, and
defined as

A = | F@Og- 0 de
Definition 2 Let f: G — G' is a group homomorphism. The kernel of f can be denoted as
Ker(f) and defined as Ker(f) = {x € G| f(x) = e} [13][14]

. . . . . . 1 1 2 . -
Liouville defines fractional derivatives of order >33 and fractional integrals order

—3,—§, and —2 of the function f in [5][15]. We can apply the definitions to calculate the

fractional derivatives of order % %and the integrals order —%of f(x) = x, where x € [0,2],
as follows

phe=— L[ irbeae = “-farte— oo e of] =22 1

x_F(—%)of(x Y 1o M
2 2y 1

Dl = f(x_t) e F\%)[ t(x—t)‘§+;(x—t)%]0=%§\/)‘:3 )

F(3

In other side, we obtain fractional integrals of order —%
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1 17 1 1 1 4 31" 4x%
F 2(X)=ﬂf(x—t) 2tdt=ﬁ[—2t(x—t)2—§(x—t)2 OZﬁ 3)
I'l=
2)0

The existence of the definition of Riemann-Liouville’s Fractional Derivative, as the
convolution of f and kernel, inspired the creation of several kernels for fractional derivatives
of a particular order, which can be seen in Table 1.

Table 1. Kernel of Fractional Derivatives of Particular Orders

Form Order Kernel Order Kernel Order Kernel
3 X7 7 X% 11 X%
LR G ) I G ) v r(-g)
| xS 2 xS 14 x5
5 (5 r(-3) 5 r(-%)
1 17 23
5 x 6 1_1 x6 E X6
6 r(-g) %) ¢ (%)
2 x4 6 xE 10 X
LR G ) I G ) vy
. 3 x_g 4 x_g 13 x_%
5 (s ° (-3 5 (%)
10 16 22
4 X 6 E x 6 E X 6
R G S G I I G

Based on Table 1, the formula can be formed for fractional derivatives of several orders,
such as order % and % in Definitions 3 and 4.

_7
Definition 3 Let f integrable function over the interval [a, b]. There exists F’(C—;f)the kernel of

fractional derivatives of order % based on Table 1 and Definition 1 then the fractional

3
derivatives of order % can be denoted as D+f (x), defined as the convolution of f and kernel
7
x 4

= over the interval [a, x], such as
4

3 1 ; 7
D%f(x) = J(x —t) 4f(t)dt (4)

r(-3)s
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Definition 4 Let f integrable function over the interval [a,b]. There exists ( )the kernel of

6

fractional derivatives of order g, based on Table 1 and Definition 1 then the fractional

4
derivatives of order 3 can be denoted as Dsf(x), defined as the convolution of f and kernel
10

;C(—-) over the interval [a, x], such as

4
Def(x) = (5)
r
We will use the definition to calculate fractional derivatives of f(x) = x.
Example 1 Let f(x) = x, where x € [0,2]. We will calculate the fractional derivatives of
order % and %, S0 we obtain
4 2\ 2
Df(x) = — fx( )“oud 4t G- 075+ -8 ©_1er(g)e
6f(x) = xX—t 6 udu = ———|—-t(x—t 6+—x—t6] =
f ['(__4) /3 14 4 0 413
6 /)0
3 3) 1
DE 1 o 7 p 3F( 16 11* 16l (Z) x4
4 = — - N7 _ N S A
fo) =—— f(x £)7at dt = [3t(x 07 + 1€ t)4]0 =
r(-1)s

Furthermore, the result in Example 1 (specifically order i) will be compared with order 3 of
1

(5

v fractional derivatives of order =

1
tor(3)ss or(2)ss
413 213
that the fractional derivatives of order % and % of f(x) = x have the same result. So, this can be
convincing that there is no contradiction between the definition in Table 1 and Definition 4 that
has been made. Next, several examples of fractional derivatives with a particular order will be

given based on the kernel search formed in Table 1.

f(x) = x as we obtained previously. By (2), we have ——

2

while as the fractional derivatives of order g and equal to . Hence, we can state

Example 2 Let f(x) = x, where x € [0,2]. We will calculate the fractional derivatives of order
%, we obtain

Dif(x) = %f(x — ) Atde =
r(F)s
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In similar way, we can calculate other examples as in Table 2 and 3. This can be used to
construct the Fundamental Theorem of Fractional Calculus of a particular order.

Table 2. Example of Fractional Derivatives of Order Form | of f(x) = x and f(x) = x?
Fractional Derivatives of f(x)

Order X x? Order X x?
. 1 2vx 8vx3 3 x~1 4x
2 VT 3V 2 Vv VT
.z w@w @ s w@ve @)
3 2mV3 413 3 2m\/3 /3
3 300w saEve 7 rEVes er(p)iE
4 2 572 4 /2 /2
. . w@w w@w  ,  @v o
5 7T CSC (% n) 61 csc (% n) 5 T CSC (% n) T CSC (% n)
T T I L

Table 3. Example of Fractional Derivatives of Order Form Il of f(x) = x and f(x) = x?
Fractional Derivatives of f(x)

Order x x? Orde x x?
2 5 1 2
L 1 3x3 9x3 f x’3 3x3
P @) =@ ) @
) 2 8x7 32 6 x_‘% 4_x%
4 T 12v7 4 Vi Vi
2 7 3 2
. 3 ST (%)ng 25T (%)zxs s () SR @)zxs
5 21 csc (§ n) 7T csc (§ T[) 5 T CSC (§ n) T CSC (§ n)
A 4 9r (%) 3 27T (%) X3 10 3¢ (%) x5 or (%) X5
6 2mV3 413 6 2mV3 /3
ke 0+ % pO+erz) x  plorER) Nz 14 kk? pesa) x  p+ess) 2
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I11. CONSTRUCTION OF FUNDAMENTAL THEOREMS OF FRACTIONAL
CALCULUS

The relationship between fractional derivatives and integrals is stated in the Fundamental
Theorem of Fractional Calculus. The theorem states that the fractional derivative of order % IS

equal to the derivative of fractional integrals of order —%. If Equations (3) and (1) are

substituted into the Fundamental Theorem of Fractional Calculus of Order % we will obtain

3\ 3_ 1
d 4x2 4(7)952 ! 2x2 1
DF~ (x) = = = D2x.
dx3vzr  3vr e

In particular, if the Fundamental Theorem of Fractional Calculus of Order% is tried for higher
order, we have

D3f(x) = DD2f(x) = D2F 3(x)
D%f(x) = DZD%f(x) = D3F_%(x)

More generally,
1 1 1
D""2f (x) = D"D2f(x) = D"*'F"2(x),n 2 0.

In different order, we obtain
D"%f(x) = D"D%f(x) = Dn+1F‘§(x),n >0
D"“%f(x) = D"D§f(x) = D”“F_%(x),n > 0.
If several examples of fractional derivatives in Table 2 and 3 are analyzed based on the
Fundamental Theorem of Fractional Calculus of Order % we have
Dif(x) = DM (x) = DD I (x) = DF i)
DSf () = D51 () = DD S (x) = DF 560
DSf(x) = D8£ (x) = DD 6£(x) = DF8(x) ©)

and
Dif(x) = DI () = DD7HF (x) = DF4(x)
DSF () = D57(x) = DD S/ (x) = DF 50
Dsf(x) = D' (x) = DD 6f (x) = DF $(x) %

Equation (6) and (7) initiate to establish the kernel of fractional integrals of particular order in
Table 4.

By Table 4, we can calculate some examples in similar way as Example 2, which presented in
Table 5.

https://doi.org/10.14710/jfma.v7i11.19256 15 p-ISSN: 2621-6019 e-ISSN: 2621-6035



5 JOURNAL OF FUNDAMENTAL MATHEMATICS
Y J FM A .) AND APPLICATIONS (JFMA) VOL. 7 NO. 1 (JUN 2024)

Available online at www.jfma.math.fsm.undip.ac.id

Tabel 4. The Kernel of Fractional Integrals of Particular Orders

1 1 1 2 2 2
Oder | =3 "5 "5 "z "5 g
3 4 5 2 3 4
x 4 x 5 x 6 x 4 x5 x 6
Kernel
@ @ r@ @ @ @

Tabel 5. Example of Fractional Integrals of Order Form I and Il of f(x) = x and f(x) = x?
Fractional Integral f(x)

No. Orde X x? Orde x x?
3 5 5 8
. _1 4x2 16x2 _E 9x3 27x3
2 BN 15vn 3 1or (%) s0r (3)
, 1 27T (%)x% 81T (%) X3 2 4_x% 16x2
3 8mv3 2813 4 3V 15V
7 12
;1 1er(d)x 1zer(d)x 2 250 (5) 5 2507 (5) x5
4 572 457y2 5 147 csc ( ™) 168mesc (é )
4 _1 25T (%)xg 250T (%)x% _E 271"( ) 4 81T (%)x%
5 61 csc (% 7'[) 661 csc (% 7'[) 6 8mV3 B3 28mV/3
k- k%—l Flowr1) (x) F(-wr1) (x) - kzﬂ e (x) pl-i2) €3)

By Table 5, Equation (6), and (7), we can generalize the Fundamental Theorem of
Fractional Calculus of Order
Form |

DEf(x) = DY Hif(x) = DD i (x) = DF i(x), k € N ®)
Form Il :

DRvf(x) = DY Raf(x) = DD R2f(x) = DF Fw(x), k € N )

Furthermore, if the product of fractional integrals of order —iand —%ofx is differentiated
twice, then

1 d 16T (é) x% 4T (é) x%
DF3(x) = dx SHj_ - V2
3 1 3y -3
D2Fi(x) = DDF 3(x )_;xqij)i =F(f\)/; .

ar(3)xz r()xs . . 3 7
The fact, —2=—and —2 are the product of fractional derivatives of order = and - of x. In
2 2 4 4

different order we get
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DF_é(x):— 9x _ 3x3
“10r() ()
3x§ x_%

2 2 d
D?F73(x) = DDF™3(x) = = v
2r(3) r(3)
x 3

From this result were obtained 23%(23) and ﬁ as fractional derivatives of order g and g of
3 3

f(x) = x. This needs to be done to examine that (8) and (9) have been formulated and
constructed correctly. Accordingly, we can state that the product of the fractional derivative of

order of n + ﬁ of polynomial function of m-degree is equal to the (n + 1 )" derivative of
fractional integral of — ﬁ of polynomial function of m-degree. Likewise, the product of the
fractional derivative of order of n + %of polynomial function of m-degree is equal to the

(n + 1) derivative of fractional integral of —ﬁ of polynomial function of m-degree, for

arbitrary n > 0,k € N. Thus, it can be formulated as Propositions 1 and 2. Moreover, we can
prove that validity by using Mathematical Induction [16].

k 1
Propositions 1 if f(x) = x™, then D™ &rif (x) = D”+1F(_W)(x) vn=>0, k €N.
Proof:
k 1
Let P(k): D™ ivif (x) = D"“F(_m) (x) for arbitrary k € N and fix positive integer n.
a. Initial Step.
If Kk =1, then
1 1 1 1 1
P(1): D™ THif(x) = D™2f(x) = D™D2f(x) = D™D 2f(x) = D™ F 2(x)
~ P(1) istrue

b. Inductive Step.

i 1
Assume that P(i): D™ &if (x) = D”+1F(‘i+_1)(x) is true.
We want to prove that P(i + 1) is true, such that
i+1 i+1
P(i +1): D" DI (x) = D2 f (x)
i+1
= D"Divzf (x)
i+2 1
= D"Di+2 " +2f (x)
1
= D"D'" T 2f (x)
1
— Dn+1D—mf(x)

= Dn+1F(_i+L2) (x)

s~ P(i+ 1) istrue
k 1
Hence aand b, P(k): D" &+if (x) = D”“F(_k_ﬂ) (x)istrueforallk e Nyn > 0.m

k 2
Proposition 2. If f(x)=x™, then D™ e2f(x) = Dn+1F("m)(x) vn =0, k €N.
Proof:

k 2
Suppose P(k): D™ krzf (x) = D"“F("m) (x) for arbitrary k € N and fix positive integer n.
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a. Initial Step.
If k =1, then
1 1 2 ) 5
P(l): Dn+mf(x) = Dn+§f(x) = DnD1_§f(x) = Dn+1D—§f(x) — Dn+1F_§(x)
~ P(1) is true.

b. Inductive Step.
Assume that P (i): D"+i%zf(x) = D"“F("%)(x) is true.
We want to prove that P(i + 1) is true, such that
P(i + 1): D"*ﬁf(x) — DA ()

i+3 2
= D"Di+3 " i+3f (x)
2
= DD ESf(x)
— D”+1D_mf(x)
2
= D”“F(_m)(x)
~ P(i+1)istrue

k 2
Hence aand b, P(k): D" &2 f (x) = D”“F(_k_n)(x) istrueforall keN, n>0.m

IV. CONCLUSIONS

Based on the constructed Propositions 1 and 2, it can be concluded that there is a relationship
between fractional derivatives and integrals. In particular, the product of the fractional

derivative of order of n + % andn + % of polynomial function of m-degree which is equal
to the (n + 1 )" derivative of fractional integral of — ﬁ and — ﬁ of polynomial function of
m-degree, namely the Fundamental Theorem of Fractional Calculus of Order n + & and n +
——,Vn2 0,k €N,
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KONSTRUKSI TEOREMA DASAR KALKULUS
FRAKSIONAL

Khairunnisa Fadhilla Ramdhania'™ Rafika Sari?, Rakhmi Khalida?, dst

Abstract. This paper discusses the theory of derivatives and integrals in the form of
fractions with a certain order initiated by Lioville. Specifically regarding the correlation
between derivatives and fractional integrals, namely by examining definitions,
determining function kernels, and applying them to several examples, so that a general
formula regarding the correlation of the two will be obtained. This formula is the product
of the fractional derivative of an order of a polynomial function of m-degree which is the
same as the n + 1 derivative of the related order fractional integral of a polynomial
function of m-degree that the truth is proved by using Mathematical Induction.

Keywords: fractional derivative; fractional integral; Fundamental Theorem of Calculus.

Abstrak. Dalam artikel ini dibahas mengenai teori turunan dan integral dengan bentuk
pecahan dengan orde tertentu yang digagas oleh Lioville. Khususnya tentang korelasi
antara turunan dan integral fraksional, yakni dengan mengkaji definisi, menentukan
kernel fungsi, dan menerapkan pada beberapa contoh, sehingga akan diperoleh rumus
umum terkait korelasi keduanya. Rumus tersebut merupakan hasil turunan fraksional
suatu orde dari fungsi polinom berderajat m sama dengan hasil turunan ke-n + 1 dari
integral fraksional orde terkait dari fungsi polinom berderajat m yang kebenarannya
dibuktikan menggunakan Induksi Matematika.

Kata Kunci: turunan fraksional; integral fraksional; Teorema Dasar Kalkulus.

I. PENDAHULUAN

Salah satu kajian dalam ilmu matematika yang fundamental, khususnya dalam Kalkulus,
adalah tentang turunan dan integral. Konsep turunan dipikirkan pada saat yang bersamaan oleh
Newton dan Leibniz tahun 1665-1675. Pada tahun 1695 dalam sebuah surat yang ditulis oleh
Leibniz kepada L’Hopital, ditujukan sebuah pertanyaan tentang turunan dengan orde bukan
bilangan bulat. Pertanyaan tersebut dijawab dengan sebuah pertanyaan kembali oleh L’Hopital

1 . . .
dengan turunan berorde 7> yaitu berbentuk pecahan (fraction). Lacroix mengembangkan suatu

formula untuk turunan ke n dari x™ pada awal abad 18, yaitu [1]

Teorema 1 Misalkan f(x) = x™
d_”‘xm _ ml! men rim+1) Lmen 0
dxn (m —n)! 'm—n+1)

dengann=1,2,..,m.

Ingat bahwa I'(n) = fnwxn_le_x, n >0 (2] dan I'(n+ 1) =nl'(n) dengan I'(1) =1 [3].

Kemudian, Lacroix menginisiasikan untuk mengganti n dengan 5 dan m = 1 sehingga
1

diperoleh d—ix:? dan catat bahwa FG)zﬁ Kemudian sejak saat itu mulailah
dxz T

bermunculan kajian-kajian yang terkait dengan turunan berorde pecahan. Beberapa




matematikawan yang mengkaji tentang Kalkulus Fraksional di antaranya Joseph Fourier
(1768-1830) yang menginisiasi penggunaan notasi integral untuk menyatakan turunan dengan
orde bukan bilangan bulat. Joseph Liouville dan Bernhard Riemann membuat notasi umum
untuk integral fraksional, serta ada Mittag-Leffler, Griinwald dan Letnikov yang sangat
berkontribusi dalam berkembangan Kalkulus Fraksional [4]

Kini, banyak peneliti yang membahas dan mengaplikasikan Kalkulus Fraksional. H. Vic
Dannon (2009) mengembangkan teori yakni tentang teorema dasar kalkulus fraksional [5].
Pada tahun 2009 Podlubny juga membahas fungsi diferensial parsial fraksional [6]. Gunawan
dkk [7]menjelaskan metode untuk menemukan suatu fungsi real 2 variabel yang kontinu dan
terdefinisi pada sebuah permukaan yang meminimumkan energi integral fraksional.

Fokus penelitian ini adalah untuk menunjukkan adanya korelasi antara turunan dan integral

K
k+2
dari bentuk fungsi polinom berderajat m yang diharapkan dapat menjadi pengetahuan baru bagi
mahasiswa dan sumber referensi bagi para peneliti lain untuk dapat diaplikasikan, serta

dikembangkan sesuai dengan bidang yang berkaitan.

fraksional dan mengonstruksi Teorema Dasar Kalkulus Fraksional orde n +ﬁ dann +

II. TURUNAN DAN INTEGRAL FRAKSIONAL RIEMANN LIOVILLE

Pengonstruksian Teorema Dasar Kalkulus Fraksional dilakukan dengan cara analitik.
Pertama, akan dibahas mengenai konsep yang diperkenalkan oleh oleh matematikawan Prancis
Joseph Liouville, yakni Integral Fraksional Liouville atau Integral Fraksional Riemann-
Liouville, yang merupakan generalisasi Integral Riemann-Stieltjes untuk fungsi yang memiliki
turunan pecahan [8]. Lalu, ditentukan fungsi kernel yang bersesuaian agar didapat formula
untuk turunan dan integral fraksional dengan orde n+% dan n+ﬁ dari fungsi polinom

berderajat m beserta contoh yang akan dianalisis. Namun, dalam artikel ini fungsi polinom
yang digunakan adalah fungsi yang berbentuk f(x) = x™. Langkah terakhir adalah membuat
formula umum untuk Teorema Dasar Kalkulus Fraksional orde n+ﬁ dan n+$ yang

kebenarannya dibuktikan dengan Induksi Matematika.

Turunan dan integral fraksional diperoleh dengan memperluas turunan dan integral orde
bilangan bulat, yakni menjadi g € @. Turunan dan Integral Fraksional Riemann-Liouville
pada artikel ini dapat dikenali dengan melihat tanda dari tiap-tiap orde, yakni apabila bertanda
positif, maka yang dimaksud adalah turunan fraksional, sedangkan apabila bertanda negatif,
maka yang dimaksud adalah integral fraksional. Sebelumnya, akan diberikan definisi 2 dan 3
yakni tentang konvolusi fungsi dan kernel fungsi.

Definisi 2 Misal f dan g yang Lebesgue Integrable pada (—coo, ). Konvolusi dari f dan
g dinotasikan f * g, ditulis h = f * g, didefinisikan sebagai

h@) = [ FOg6 -0t

dimana g(x) kernel konvolusi [9]
Definisi 3 Misal {:G = G adalah homomorfisma grup. Kernel dari f dinotasikan oleh
Ker(f) dan didefinisikan Ker(f) = {x € G| f(x) = e'}[10].

. . e . 1 1 2 . .
Liouville mendefinisikan turunan fraksional orde 5 E,dan > serta integral fraksional orde

101 2. . C o . .
-5~ dan - < dari fungsi f di dalam Tabel I dan Tabel 2. Misalkan f integrable pada [a, b].




Turunan dan integral fraksional didefinisikan sebagai konvolusi dari f dan kernel pada interval
[a, x]. sebagai berikut.

Tabel 1. Definisi Turunan Fraksional Riemann-Liouville

Orde Notasi Kernel Konvolusi Formula
1 3 3 X
F 1 "z “z 1
% L(x)l: Dzf (x) = 21 g 21 * f(x) —lf(x—t]’%f(t]dt
d(x — a)2 r(-3) |[r(-2) r(-za
1 4 4 x
1 -3 -3 1 4
% L(I)EZD%,{(?CJ | 31 g 31 « f(x) —lf(x—t]dgf(t]dt
d(x - a)3 r(-3) |r(-3) r(-3)a
2 5 5 x
3 73 ] 1
; L(x)z: Déf(x) = 32 | 32 * f(x) —zf(x—t)_gf(t)dt
d(x—a)3 r(-3 |r(=3) r(-3)a
Tabel 2. Definisi Integral Fraksional Riemann-Liouville
Orde Notasi Kernel Konvolusi Formula
1 1 _1 x
1 L(")l = D—%f(x) = F‘%f(x) x 12 x_; « f(x) %J-(x = t)_%f(t)dt
? |dx-a) r@) | i) r2)a
] 2 2 x
3 3 3 1
N L O SS JUo gt e x; x—;*f(x) —lf(x—t)%f(t)dt
P |dG-a) r(z) | r(3) r(3)a
2 1 1 X
-2 -1 -1 1 1
2| ATY p e =P | S | St —zf(x — ) ()t
3 | de-a) r@ [rGQ) (3)

Tabel 1 dan 2 dapat diaplikasikan untuk mencari turunan fraksional orde %,%dan integral orde

- % untuk f(x) = x dengan x € [0,2], sebagai berikut

e f(x ) atdt = i[gt(x N ST t)%]x _ Zi% @
r(_%)ﬂ 2w 0o Vm
. x 5 -Tr Z ) x 9T Z 1
Dix = r(z_z) c[(x —t)3tdt = rr\/(g) Et(x - t)‘% +;(x - t)E]D = %‘/);3 3)

Jika turunan tersebut dicari menggunakan Persamaan (1), maka akan diperoleh hasil yang sama
pula.
Kemudian, integral fraksional orde — % dapat dicari sebagai berikut
3
4x2

F_%(x) = if(x - t)_%t dt = i[—Zt(x - t)% —i(x - t)%]x =— (4)
r(%)o Vr 3 o 3Vm




Selain itu, adanya definisi turunan fraksional Riemann-Liouville pada Tabel I yang merupakan
konvolusi dari f dan suatu kernel. mengilhami untuk dibuatnya beberapa kernel untuk turunan
fraksional orde tertentu, yakni pada Tabel 3 berikut.

Tabel 3. Kernel Turunan Fraksional Orde Tertentu

Bentuk  Orde Kernel Orde Kernel Orde Kernel
7 11 15

3 x4 7 xTE 11 xE
S R N &)

9 14 19
S O 5
5 (s 5 r(g) 5 (%)

11 17 23

5 xe 11 x7E 17 x76

6 (-9 & r(-g) & (%)

5] 10 14

2 x3 6 xT# 10 X7

A G R G B O )

B 13 18

3 X 8 s B X
5 (-5 5 r(-) 5 r(-%)

10 16 22

4 x¥ 6 E x 6 E x 6
G L I )

Berdasarkan Tabel 3, dapat dibentuk rumus untuk turunan fraksional beberapa orde. Di
antaranya turunan fraksional orde % dan % yaitu:

x 4
, (=3
dengan mengacu pada Tabel I dan Definisi 2 maka turunan fraksional orde %dinorasikan oleh
7

Definisi 4 Misal [ integrable pada [a, b]. Pilih kernel turunan fraksional orde %yaim

3
Dsf (x), didefinisikan sebagai konvolusi dari f dan x—: pada interval [a, x], yaitu

r(-3)

DI () = — f (= 074t )
r(-3):

Definisi 5 Misal f integrable pada [a, b]. Pilih kernel turunan fraksional orde %_\.’airu x(—:

r(-3)

dengan mengacu pada Tabel 1 dan Definisi 2 maka turunan fraksional orde %dim}rasikan oleh

_10
x

4 ==
Dsf (x), didefinisikan sebagai konvolusi dari f dan ﬁ pada interval [a, x], yaitu

10

4 1 10
Dif() = —— [ - 07T fae ©)

r(-g)a




Definisi yang telah dibuat akan digunakan untuk mencari contoh turunan fraksional sebagai
berikut.
Contoh 1 Misalkan f(x) = x, dengan x € [0,2]. Akan dicari turunan fraksional orde % dan %,

yaitu
x 4 2y 2
4 1 10 18 27% 18I‘(—)x6
Daf(x):r(%q_) (x—1t) audu———Lt( —t)” 5+ 2 (x t)ﬁ]ozﬁ
dan
3 1 _7 -3r(3) 4 316 e 160 (3) %
Dif(x) :F(—i)!(x_t) at dt =m[§t(;¢_t) ) +?(x_t)q.j|o :W

Selanjutnya, hasil pencarian turunan fraksional di atas khususnya orde % akan dibandingkan

dengan orde i dari f (x) = x yang telah dicari sebelumnya. Berdasarkan Persamaan (2) didapat

9r(§]xﬁl . 4
—=—_ sedangkan turunan fraksional orde - adalah
2my3 6

. I .
turunan fraksional orde 3 dari x yaitu

2 2 2 1
187(3)x6 or(3)x3 o )
—i— 5.5 - Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa antara turunan

4my3
fraksional orde § dan orde % dari f(x) = x memiliki hasil yang sama. Hal tersebut mampu

yang sama dengan

meyakinkan bahwa tidak ada kontradiksi antara definisi pada Tabel 1 dengan Definisi 5 yang
telah dibuat. Berdasarkan hasil tersebut, akan diberikan beberapa contoh turunan fraksional
dengan orde tertentu berdasarkan pencarian kernel yang terbentuk pada Tabel 3.

Tabel 4. Turunan Fraksional Orde Bentuk |

f(x)
No Orde x x? Orde x x?
) 1 2Vx 8vx3 3 X1 4/x
2 3 3V 2 NG 3
|2 |r@RE|2r ()| s |ar(5)Va| or(3)E
3 23 473 3 2mV3 T3
s | 3 |@Esar@E| 7 [ r(E)VeT | er(p)iE
4 /2 512 4 2 /2
\ 4 r(%)if‘ 501"( ) ¥xs 9 r(%)i/ﬁ 10r(%1%/§
5 HCSC(%H) 6ncsc(%rr) 5 rrcsc(%rr) rrcsc(%rr)
k| 0 e | p(0vS) of poven) 2 | 14 o | plivet) x| plivads) o




Tabel 5. Turunan Fraksional Orde Bentuk 11

No — - Turu;lzm Fraksiongln)j"e(x) - xz
1 3x§ 9x% 4 x_% Sx%
3 2w(z) | sr(3) 3 3 | ()
2 E Sxf_: 32x§ E x_% 4x%
4 NG 12y 4 N3 VT
2 7 3 2
R E O M S
5 2mcsc (% rr) 71 csc (é R’) 5 1T CSC (% ﬂr) T CSC (é R’)
. 4 or(3)as | 270(9)xi | 10 ar(3) x5 or %)
6 2nv3 43 6 2mV/3 V3
k| 042 | plnda) x | porita) st | 14 s | (i) x| pOtalE) 2

Contoh-contoh pada Tabel 4 dan 5 berguna dalam pengonstruksian Teorema Dasar Kalkulus
Fraksional orde tertentu.

III. KONSTRUKSI TEOREMA DASAR KALKULUS FRAKSIONAL

Korelasi antara turunan dan integral fraksional dinyatakan dalam Teorema Dasar Kalkulus

(TDK) Fraksional, berikut ini merupakan TDK Fraksional orde % [5]

Teorema Dasar Kalkulus Fraksional orde %
1 1
D3f(x) = DF2(x) 7)

. 1 .
Teorema tersebut menyatakan bahwa turunan fraksional orde 5 sama dengan turunan dari

integral fraksional orde — % Apabila Persamaan (4) dan (2) disubstitusikan ke dalam Persamaan

(7), akan diperoleh

d axz 4 (%) A g 1

RN N N A

Selanjutnya, jika secara khusus Persamaan (7) dicoba untuk orde yang lebih tinggi, maka
D2f(x) = DD2f(x) = D2F2(x)

D2f(x) = D2DZf(x) = D*F2(x)

DFZ(x) =




Akibatnya, diperoleh

1 1 ;
D™*2f(x) = D"D2f(x) = D™ F Z(x),n > 0

Begitu juga untuk Teorema Dasar Kalkulus Fraksional orde % maupun S, berlaku

1 1 2

D™ 3f(x) = D"D3f(x) = D™ F 3(x),n= 0
2 2 1

D™3f(x) = D"D3f(x) = D" F73(x),n = 0.

Jika beberapa contoh turunan fraksional pada Tabel 5 dan 6 dianalisis dengan berdasar pada
Persamaan (7), maka diperoleh

serta

Dif(x) = D'"3f(x) = DD#(x) = DF i (x)
Dif(x) = D' Ef(x) = DDSf(x) = DF 5(x)
Dsf(x) = D' &f(x) = DD 6f(x) = DF 6(x)
2 2 2 2
Dif() = D () = DD7Hf(x) = DFA()
DS/() = D5 (x) = DD7E(x) = DF5()

Dsf(x) = D' 76f(x) = DD76f(x) = DF 6(x)

(8)

)

Adanya persamaan di atas, menggagas terbentuknya kernel untuk integral fraksional dengan
orde terkait pada Tabel 6.

Tabel 6. Kernel Integral Fraksional Orde Terkait

1 1 1 2 2 2
Ode | -2 -5 =& ~3 73 3
x_% x_% x_% x % x_% x_%
Kernel
@ @ re r@ r@ r@

Selanjutnya, dicari beberapa contoh integral fraksional dengan orde yang tercantum pada

Tabel 6 dan orde terkait, yang disajikan dalam Tabel 7.

Tabel 7. Contoh integral fraksional orde tertentu dari f(x)

Integral Fraksional f(x)

0. | Orde x x? Orde x x?
5 5 8
1 1 4x% 16x2 2 9x32 27x32
2 3 z £

NG 15v7 10r (%) a0r (%)
7 3 5
5 1 | 271 (%) . | 81T (%) 3 2 42 16x2
3 x3 Y

8mv3 2813 3vm 15V




5 3 7 3\ 12
5| _1 [er(3)xs | 128r(3)xr| 2 25 ()5 | 250 (g) =
4 572 4572 5 147w csc %ﬂ.’) 168ncsc(én)
R 25r(§)x§ 2501‘(%);[%1 P 271‘( \ 81r(§)x§
5 67 csC (E TL’) 661 csc (% TL’) 6 8m/3 x 2873
K _k% FCE G | FE) e _k% Fw | Fed e

Berdasarkan Tabel 7, dapat dibuat perumuman dari Persamaan (8) dan (9) sehingga didapat
Bentuk I

k
Desif(x) = k+1f(x) DD k+1f(x) DF~ k+1(x), keN (10)
Bentuk II :
ke
Deezf(x) = k+2f(x) DD k+2f(x) DF~ = 2(x), keEN 11
Kemudian, berdasarkan Tabel 7 dan Bentuk I juga II, apabila hasil integral fraksional orde —i

dan —; dari x diturunkan dua kali secara bertahap, maka:

RN B)x ar(3) X

dx 5mv2 2 ,
3y 1 3y 3
d4ar(=)xr TI(7)x 4
D2F~i(x) = DDF #(x )=— (4) = (4)

2 /2

()i r(ﬂ)x
dan o~ adalah hasil turunan fraksional orde dari x, sedangkan

-c-m

adalah hasil

turunan fraksional orde : Z dari X, serta

DF%(J{) _4 9x§ B 3x§
dx 1or (%) 21"( )
d 3x3 x_%

2
D*F73 DDF™3 S —
(x) = (x) dx or (2) r (g)
, 3 3
Dari hasil tersebut diperoleh % merupakan turunan fraksional orde % dari f(x) = x,
3
1.

sedangkan —~ e ) merupakan turunan fraksional orde — clan f(x) = x. Hal ini dilakukan untuk

3

menguji apakah Persamaan (10) dan (11) sudah dirumuskan dengan tepat.
Berdasarkan hasil tersebut dan melakukan perumuman dapat dikatakan bahwa hasil turunan

fraksional orde n + % dari fungsi polinom berderajat-m sama dengan turunan ke n + 1 dari

hasil integral fraksional orde — kl:dari fungsi polinom berderajat-m. Begitu juga dengan hasil




. k . . . .
turunan fraksional orde n + P dari fungsi polinom berderajat-m sama dengan turunan ke n +

1 dari hasil integral fraksional orde — kz: dari fungsi polinom berderajat-m. Dengan demikian,

dapat diformulasikan sebagai Proposisi 1 dan 2. Selain itu, pembuktiannya dengan
menggunakan Induksi Matematika, yaitu misalkan P(n) adalah pernyataan perihal bilangan
bulat positif [11]. Untuk membuktikan bahwa P(n) benar untuk semua bilangan bulat positif
n, maka perlu menunjukkan bahwa:

a. P(1) benar:

b. Jika P(n) benar, maka P(n + 1) juga benar, untuk setiapn > 1.

Ik 1
Proposisi 1 Jika f(x) = x™, maka D" "&rif(x) = D" F( =) (x) ¥n = 0, k € N.

Bukti:

Ie 1
Misalkan P(k): D™ f(x) = D"*1F (%3 (x) untuk setiap k € N dann > 0 tetap.
a. Basis Induksi.
Akan dibuktikan P(1) benar

P(1): D™iFif(x) = D™ 2f(x) = D"DIf(x) = D" D 2f(x) = D"*'F2(x)
~ P(1) benar

i 1
b. Langkah Induktif. Misalkan P (i), yaitu P(i): D" "+ f(x) = D"“F(_m) (x) benar.
Akan dibuktikan P(i + 1) benar
i+1 i+1
P(i + 1): D" D f(x) = D™z f (x)
i+1
= D"DT2f(x)
i+2 1
= DDz T2/ ()
3
=D"D' 2 f(x)
1
= D™D TEIf(x)

1
— prtip(-2) (x)
« P(i + 1) benar

k 1
Dari a dan b, terbukti bahwa P (k): D™ *+if (x) = pr+1p(-en) (x) adalah benar untuk setiap
n=0, keN.

k 2
Proposisi 2. Jika f(x) = x™, maka D" *&r2f (x) = D1 F(7kva) (x) va > 0, k € N.

Bukti:

k 2
Misalkan P(k): D™ e+2f(x) = pr+1p(era) (x) untuk setiap k € N dann > 0 tetap.
a. Basis Induksi
Akan dibuktikan P(1) benar

P(L): D™ T2f (x) = D™3f(x) = DD 3f(x) = D™D 3f(x) = D" F 3 (x)
=~ P(1) benar

i 2
b. Langkah Induktif. Misalkan P(i), yaitu P(i): D"*&#2f (x) = D““F(_E)(x) benar.
Akan dibuktikan P(i + 1) benar




n+—-L,— n+f'+71
P(i+1):D U+rD+2f(x) = D" "i+3f(x)
i+3 2
= D"Divs TR f(x)
2
= D"D' ()
2
= DD EIf()
2
= Dn+1p(*m)(x)
~ P(i+ 1) benar

k 2
Dari a dan b, terbukti bahwa P (k): D" "%+2f (x) = pr+1p(-e) (x) adalah benar untuk setiap
n=0 keN.

IV. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, dapat disimpulkan bahwa terdapat korelasi antara

turunan dan integral fraksional yaitu hasil turunan orde n + ki:—l dari fungsi polinom berderajat-
m sama dengan hasil turunan ke n + 1 dari hasil integral fraksional orde _’(1: dari fungsi
polinom berderajat m, begitu juga dengan hasil turunan fraksional orde n +$ dari fungsi

polinom berderajat m sama dengan turunan n + 1 dari hasil integral fraksional orde — k—; dari
fungsi polinom berderajat m, yang disebut sebagai Teorema Dasar Kalkulus Fraksional orde
n+;—1dann+$,\?’n20,ke N.
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