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BAB 1
SISTEM BILANGAN REAL

Oleh Dr. Nanang, M.Pd.

1.1. Pendahuluan

Sebelum abad ke-17, aljabar dan geometri dipelajari secara
terpisah. Orang-orang Yunani telah menyempurnakan geometri
elementer kira-kira 2000 tahun yang lalu. Sedangkan aljabar
dikembangkan orang-orang Hindu dan Arab dalam abad-abad
kemudian. Aljabar mereka, membahas sifat-sifat bilangan,
sedangkan geometri Euclids mempelajari sifat-sifat titik, garis,
bidang, dan sebagainya. Sampai abad ke-17 nampaknya terdapat
sedikit sekali hubungan antara aljabar dan geometri. Pada abad
ke-17, dua matematikawan Perancis, yaitu Rene Descartes
(1596-1650) yang juga seorang filsuf dan Pierre de Fermat
(1601-1655) menemukan disiplin baru yang sekarang
dinamakan geometri analitis. Di dalam geometri ini digunakan
operasi-operasi aljabar dan persamaan-persamaan untuk
memecahkan persoalan-persoalan geometri. Cara yang
digunakan itu diantaranya menganggap persamaan sebagai
kurva (lengkungan) geometri.

Dasar geometri analitis adalah sistem koordinat yang telah
dikembangkan oleh Descartes (Cartesius). Dia mengkaitkan
bilangan-bilangan dalam aljabar dengan titik-titik dalam
geometri. Dengan menggunakan koordinat-koordinat Cartesian,
banyak hal dalam albar dan geometri dapat dilihat sebagai dua
penjelmaan dari satu aspek; hal ini dapat dibandingkan dengan
sesuatu barang yang dalam dua bahasa namanya berlainan.



Nama-nama yang dihubungkan dengan penemuan kalkulus
pada umumnya adalah Isaac Newton (1642-1727) dan Gottfried
Leibniz (1646-1716). Newton, seorang Inggris, mengembangkan
kalkulus sebagai alat yang diperlukannya dalam penyelidikan-
penyelidikan yang ia lakukan di dalam fisika dan astronomi,
sedangkan Leibniz, seorang Jerman, juga mengembangkan
kalkulus, lepas dari Newton tetapi hampir bersamaan (Purcell
dalam Rawuh dan Bana Kartasasmita, 1985).

1.2. Angka dan Bilangan

Advernesia (2020) menjelaskan tentang pengertian
angka dan bilangan sebagai berikut:

1.2.1. Pengertian Angka

Angka adalah bentuk digit yang digunakan untuk
melambangkan suatu nilai bilangan. Angka dalam bahasa inggris
disebut dengan "numeral". Digit adalah suatu bentuk yang dapat
digunakan untuk membuat angka. Digit berbentuk satu bentuk
khusus penulisan huruf (tipografi). Angka yang digunakan
sekarang yaitu angka Hindu-Arab dan angka Romawi.

Angka Hindu-Arab merupakan angka yang digunakan
sekarang dengan menggunakan 10 bentuk digit, yaitu: 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8, dan 9. Angka romawi merupakan angka yang populer
di peradaban kuno dengan 7 bentuk digit, yaitu: I, V, X, L, C, D, dan
M.

Setiap angka merupakan bentuk atau beberapa bentuk
digit yang merepresentasikan suatu nilai bilangan. Jadi, lambang
atau bentuk yang digunakan untuk mewakili suatu bilangan
disebut dengan angka atau lambang bilangan.

Contoh: Angka: Il dan 3 (tiga), 15 (satu lima)


https://www.advernesia.com/blog/author/mentikyusmantaragmail-com/
https://www.advernesia.com/angka-romawi/

1.2.2. Pengertian Bilangan (Number)

Bilangan adalah suatu objek matematika yang sifatnya
abstrak dan termasuk ke dalam unsur yang tidak terdefinisikan
(underfined term) yang berkenaan dengan nilai. Bilangan adalah
ekspresi matematika yang telah didefinisikan dan digunakan
untuk melakukan perhitungan. Bilangan dalam bahasa inggris
disebut dengan "number" artinya jumlah yang disebutkan.
"Bilangan" memberi "Nilai" jumlah terhadap sesuatu yang di
hitung lalu "Angka" digunakan untuk memberikan "Bentuk"
terhadap nilai tersebut berupa satu atau beberapa "Digit".

Contoh: 15 (lima belas adalah bilangannya, satu & lima adalah
digitnya, sedangkan satu lima adalah angkanya).

Perhitungan dalam ilmu matematika menggunakan
beberapa sistem bilangan, yang umumnya digunakan yaitu
sistem  bilangan bulat dan sistem bilangan real
Bilangan merupakan kumpulan angka yang menempati urutan
dari kanan sebagai nilai satuan, puluhan, ratusan, ribuan dan
seterusnya. Pengertian lain, bilangan merupakan konsep
matematika yang dipakai untuk pencacahan dan pengukuran.
Konsep bilangan yang sudah bertahun-tahun lamanya sudah
diperluas meliputi bilangan nol, bilangan negatif, bilangan
rasional, bilangan irasional, dan bilangan kompleks.

1.3. Sistem Bilangan Real

Sistem bilangan adalah suatu sistem yang berisi
sekumpulan bilangan yang telah didefinisikan karakteristiknya.
[stilah sistem bilangan dalam bahasa inggris yaitu "number
system". Berdasarkan teori bilangan dan himpunan, yang secara
garis besar terdapat 5 jenis sistem bilangan dalam ilmu
matematika. Sebagaimana pada gambar di bawah dapat
diketahui bilangan kompleks (C) memuat 4 sistem bilangan lain
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pada gambar yaitu bilangan real (R), bilangan rasional (Q),
bilangan bulat (Z), dan bilangan asli (N).

Bhingan Imaino Bdangan Rasoral
Felangan Dizngzn Buisk L Jecaan
Kompleks l \
Blangan Catal Biangan Kegabi
Bl argan Risd = l ‘\h
figan il i ingin e
Elangan nmionsl & L Biengan Mol
e il ;
Biangn Biangan Bdangan L ey Biangan
Ganag Ganjl Prire amzod SATIDAE T

Gambar 1.1 Sistem Bilangan Real
(Sumber: Penulis, 2023)

1. Bilangan Asli (N). Berdasarkan kesepakatan matematikawan
tradisional, bilangan asli adalah himpunan bagian dari
sistem bilangan bulat yang merupakan bilangan bulat positif
yang dimulai dari angkal, yaitu{l, 2, 3, 4, ..}. Ahli
matematika menggunakan bentuk N untuk bilangan asli.
Berdasarkan kesepakatan ilmuwan ilmu komputer modern
bilangan asli adalah himpunan bagian dari sistem bilangan
bulat yang terdiri dari angka 0 dan bilangan bulat positif
yaitu: N ={0, 1, 2, 3, 4, ..}. Di dalam bilangan asli juga
ditemukan bilangan prima (IP) dan bilangan komposit (K).
Bilangan prima adalah bilangan yang tidak dapat dibagi oleh
bilangan lainnya atau disebut dengan bilangan asli kecuali
bilangan itu sendiri dan 1. Bilangan komposit ialah bilangan
asli yang lebih besar dari satu namun tidak termasuk dalam
bilangan prima.

Contoh: P={2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, ..}


https://www.advernesia.com/blog/matematika/bilangan-cacah-adalah/
https://www.advernesia.com/blog/matematika/pengertian-bilangan-prima-adalah/
https://www.advernesia.com/blog/matematika/pengertian-bilangan-komposit-adalah/

K={4,6,8,9,10,12, 14, 16, ..}

Bilangan Bulat (Z). Bilangan bulat adalah sistem bilangan
yang merupakan himpunan dari semua bilangan (bukan
pecahan) yang terdiri dari bilangan bulat negatif{..., -3, -2, -
1}, nol {0}, dan bilangan bulat positif{1, 2, 3,..}. Ahli
matematika menggunakan bentuk Z untuk bilangan bulat.
Bilangan bulat: Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}. Dapat diketahui
bilangan asli (N) merupakan bagian dari bilangan bulat (Z).

Bilangan cacah (H) yakni adalah suatu himpunan bilangan
bulat yang tidak memiliki nilai negatif dan dimulai dari
angka (nol)

Contoh: H={0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, ...}

Bilangan Pecahan (E) adalah bilangan yang memiliki
penyebut dan pembilang. Misalnya saja 1/2, angka 1 =
penyebut dan angka 2 = pembilang.

Contoh: E = {1,243, 1, ....}

Bilangan Rasional (Q). Bilangan rasional adalah sistem
bilangan yang dapat dinyatakan dalam bentuk
pecahan 2/ dengan a dan b adalah bilangan bulat dan b # 0.
Ahli matematika menggunakan bentuk Q untuk bilangan
rasional.

1

Contoh: 1= 05=% -01=——; -=0,333..Dapat
diketahui bilangan bulat (Z) merupakan bagian dari

bilangan rasional (Q).

Bilangan Irrasional (I) merupakan suatu himpunan
bilangan real yang tidak dapat di bagi, bilangan irrasional
juga tidak dapat dinyatakan dalam bentuk pecahan.

Contoh: I = { 2, V3, V5 V6 V7, .. }

Keterangan V9 = 3 berarti V9 bukan bilangan irrasional.


https://www.advernesia.com/blog/matematika/bilangan-bulat-positif-dan-negatif/
https://www.advernesia.com/blog/matematika/bilangan-rasional-dan-irasional/

7.

10.

11.

12.

Bilangan positif (P) merupakan bilangan yang bernilai
positif selain nol.
Contoh: P={2,3,4,5, %, ...}

Bilangan negatif (F) ialah bilangan yang bernilai negatif.
Contoh: F ={-5, %4, ...}
Keterangan -1/-4 = %, jadi -1/-4 bukan bilangan negatif.

Bilangan Ganjil (j)ialah suatu bilangan yang jika dibagi
2(Dua) maka akan tersisa 1 atau bilangan yang dapat
dinyatakan dengan 2n-1 dengan n adalah bilangan bulat.
Contoh: j={-3,-1,1,3,5,7,9,11, 13,15,....}

Bilangan Genap (G) merupakan suatu bilangan yang akan
habis jika dibagi menjadi 2(dua).
Contoh: G={2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18,...}

Bilangan Kuadrat (D) Bilangan kuadrat merupakan bilangan
yang dihasilkan dari perkalian suatu bilangan dengan
bilangan itu sendiri sebanyak dua kali dan dibentukkan
dengan pangkat 2.

Contoh: D ={02% 12, 22,32,42,52, ..} = {0,1,4,9, 16, 25, ...}

Bilangan Real (R). Bilangan real atau riil adalah sistem
bilangan yang dapat ditulis dalam bentuk desimal. Bilangan
real terdiri dari bilangan rasional dan irasional. Bilangan
Rasional seperti penjelasan di atas, bilangan rasional adalah
sistem bilangan yang dapat dinyatakan dalam bentuk
pecahan 2/y dengan a, b = bilangan bulat dan b # 0. Bilangan
Irasional adalah sistem bilangan yang tidak dapat
dinyatakan dalam bentuk pecahan 2/, namun dapat ditulis
dalam bentuk desimal.

Contoh: it (phi) = 3,14159265358..,; e (euler) = 2,7182818...
R={0,1,%,%,V2,5,..}


https://www.advernesia.com/blog/matematika/bilangan-real/

13. Bilangan Kompleks (C). Bilangan kompleks adalah sistem
bilangan dalam ilmu matematika dengan notasia + bi,
dengan a, b merupakan bilangan real danimerupakan
bilangan imajiner. Secara umum semua bilangan dalam ilmu
matematika merupakan bagian dari bilangan kompleks.
Bilangan imajiner adalah suatu bilangan yang dapat
didefinisikan nilainya sebagai i* = -1. Pemahaman mengenai
bilangan kompleks secara umum dapat ditekuni saat
menempuh jenjang ilmu matematika murni di perguruan
tinggi.

Contoh: C ={2-3i, 8+2, ....}

1.4. Selang Interval

Dalam Wikipedia, selang (bilangan real) dalam matematika
adalah suatu himpunan bilangan real dengan sifat bahwa setiap
bilangan yang terletak di antara dua bilangan dalam himpunan
itu juga termasuk ke dalam himpunan. Misalnya, himpunan
semua bilangan x memenuhi 0 < x < 1 adalah suatu selang yang
memuat 0 dan 1, maupun semua bilangan di antara keduanya.
Contoh lain selang adalah suatu himpunan dari semua bilangan
real R, himpunan semua bilangan real negatif, dan himpunan
kosong “@”.

Selang angka-angka antaraadanb, termasuka danb,
sering dilambangkan dengan [a,b]. Dua bilangan itu disebut
"titik-titik ujung" (endpoints) suatu selang. Di negara-negara di
mana bilangan desimal ditulis menggunakan tanda koma, tanda
titik koma dapat digunakan sebagai pemisah, untuk menghindari
kerancuan.

Untuk mengindikasikan bahwa satu dari titik-titik ujung
tidak disertakan dalam himpunan, tanda kurung siku “[ ]” dapat


https://www.advernesia.com/blog/matematika/bilangan-imajiner/
https://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan_real
https://id.wikipedia.org/wiki/Matematika
https://id.wikipedia.org/wiki/Himpunan
https://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan_real
https://id.wikipedia.org/wiki/Himpunan_kosong
https://id.wikipedia.org/wiki/Himpunan_kosong
https://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan_desimal
https://id.wikipedia.org/wiki/Tanda_koma
https://id.wikipedia.org/wiki/Tanda_titik_koma
https://id.wikipedia.org/wiki/Tanda_titik_koma

diganti dengan tanda kurung “( ) atau “] [“ demikian juga
sebaliknya. Jadi, dalam notasi ungkapan himpunan,
(a,b)=]a,b[={x€R Ja<x<b}
(a,b]=]a,b]={x€R |a<x<b}
[a,b)=[a,b[={x€R |a<sx<b}
[a,b]=[a,b]={x€R |asx<b}

Perhatikanbahwa (q, a), [a, a), dan (a, a] melambangkan
himpunan kosong, sedangkan [a,a] melambangkan himpunan
{a}. Ketika a > b,maka keempat notasi ini biasanya diasumsikan
melambangkan himpunan kosong. Selang bilangan real dapat
digolongkan ke dalam 11 jenis yang berbeda, di
mana a dan b adalah bilangan real, dengan a < b:

Tabel 1.1 Selang Bilangan Real

No. Istilah Selang Himpunan Grafik
1. | Kosong [b, a] {}=0
(a a)
[a, a)
(a,a]
2. | Degenerasi | [a, a] {a} —
3. | Terbuka | (a,b) E; €ER J[a<x<| —0—0—
4. | Tertutup [a, b] {x eR |a SXS| — Ol
b} a b
5. | Tertutup [a, b) {xeR | asx<b} | —O—l1
kiri dan a b
terbuka
kanan
6. | Terbuka (a,b] |{x €R |a <Xs|—O0—8—
kiri dan b} a b
tertutup
kanan
7. | Terbuka (a,0) |{x€R [a<x} _g’_"
kiri



https://id.wikipedia.org/wiki/Notasi_ungkapan_himpunan
https://id.wikipedia.org/wiki/Himpunan_kosong

No. Istilah Selang Himpunan Grafik

8. | Tertutup [a,0) |{XER | asx} —g—p
kiri

9. | Terbuka (-0,b) | {x€R [x<b} "—CI;—
kanan

10. | Tertutup | (-o0,b] | {x€ER [x<b} —
kanan

11. | Tak (-0, 0) | {XER | -00 < X < 00} | iy
berbatas di
kedua
ujungnya

(Sumber: Penulis, 2023)

1.5. Ketaksamaan

Dalam matematik, ketaksamaan merujuk kepada suatu
hubungan yang tidak bersifat sama nilai antara kedua nilai. Ini
digunakan untuk membandingkan dua bilangan dalam garis
bilangan berdasarkan urutan besar bilangan. Ada beberapa
bentuk yang digunakan untuk mewakili ketaksamaan-
ketaksamaan ini:

1. a < bbermakna a adalah lebih kecil daripada b.
2. a>bbermakna a adalah lebih besar daripada b.

Kedua ketaksamaan di atas,atidak sama dengan b.
Hubungan ini dikenal sebagai ketaksamaan
kuat, yakni a secara tetap lebih besar/kecil daripada b, dan
persamaan adalah dikecualikan.

Sebaliknya, ada dua jenis ketaksamaan yang tidak kuat:

1. a<bbermaknaa lebih kecil atau sama dengan b (yakni
nilai lebih besar adalah b atau tidak lebih besar daripada b).

2. a=bbermaknaa lebih besar atau sama dengan b (yakni
nilai lebih kecil adalah b atau tidak lebih kecil daripada b).


https://ms.wikipedia.org/wiki/Matematik
https://ms.wikipedia.org/wiki/Garis_nombor
https://ms.wikipedia.org/wiki/Garis_nombor

Relasi tidak lebih besar daripadajuga boleh ditulis
sebagaia # b, bentuk "lebih besar daripada" beserta tanda
palang, "tidak", dan juga bagi tidak lebih kecil daripada; a « b.
Tulisan a # b bermakna a tidak sama dengan b; dan kadangkala
disifatkan sebagai ketaksamaan kuat. Ini tidak menyatakan sama
ada satu nilai adalah lebih besar mahupun kecil daripada nilai
satu lagi.

Dalam satu gaya tulisan kurang formal untuk bentuk "jauh
lebih besar/kecil", ditulis:

1. a < bbermakna a adalah jauh lebih kecil daripada b.
2. a > b bermakna a adalah jauh lebih besar daripada b.

Kedua bentuk di atas bersifat simetri; sebagai contoh a<b
dan b > a adalah pernyataan yang setara. Demikian juga a<b
dan b = g adalah setara.

1.6. Sifat-sifat Urutan

1. Trikotomi

Jika x dan y adalah bilangan-bilangan, maka pasti satu di
anatara berikut berlaku:

x<yataux=yataux>y
2. Transitif

Sifat transitif ketaksamaan menyatakan bahawa bagi
mana-mana bilangan nyata a, b, c:

Jikaa<bdanb<c makaa<c.

Jika mana-mana premis itu adalah ketaksamaan ketat, maka
kesimpulannya juga bersifat ketat:

Jikana<bdanb<c,makaa<ec.
Jikaa<bdanb <c,makaa<c.

3. Penambahan dan pengurangan
Jikax <y, makax+a<y+a.
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https://ms.wikipedia.org/wiki/Nombor_nyata

Y

> = W

Gambar 1.2 Penambahan dan Pengurangan
(Sumber: Penulis, 2023)
Setiap  konstanta ¢  mungkin  ditambah  atau

dikurangi daripada kedua belah ketaksamaan. Jadi, untuk
sembarang bilangan nyata q, b, c:

Jikaa<b makaa+c<b+cdana-c<b-c.

Dalam erti kata lain, hubungan ketaksamaan dikekalkan dalam
penambahan (atau pengurangan) dan bilangan nyata
ialah kumpulan teratur di bawah penambahan.

4. Perkalian dan Pembagian

Jikax<ydana> 0, makaax< aylJikax<ydana< 0,
maka ax > ay.

0 d

= o=

Sifat yang berurusan dengan Perkalian dan Pembagian
menyatakan bahawa bagi sebarang bilangan nyata, a, b dan
bilangan bukan sifar c:

Jikaa<bdanc>0, makaac<bcdana/c<b /c.
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https://ms.wikipedia.org/wiki/Penambahan
https://ms.wikipedia.org/wiki/Tolak
https://ms.wikipedia.org/wiki/Nombor_nyata
https://ms.wikipedia.org/w/index.php?title=Kumpulan_tertib_separa&action=edit&redlink=1
https://ms.wikipedia.org/wiki/Pendaraban
https://ms.wikipedia.org/wiki/Pembahagian

Jikaa < bdanc<0, makaac=bcdana/c=b /c.

Dalam erti kata lain, hubungan ketaksamaan dikekalkan di
bawah Perkalian dan Pembagian dengan pemalar positif, tetapi
diterbalikkan apabila pemalar negatif terlibat. Secara umum, ini
terpakai untuk medan teratur.

5. Penambahan Terbalik

Sifat penambahan terbalik menyatakan bahwa bagi
sebarang bilangan nyata a dan b:

Jika a < b, maka —-a = -b.

¢

| =
O] x<y

=0

6. Perkalian Silang

Jika kedua bilangan adalah positif, maka hubungan
ketaksamaan antara perkalian silang adalah bertentangan
dengan hubungan antara bilangan asal. Lebih khusus lagi, untuk
sebarang bilangan nyata bukan sifar a dan b yang
keduanya positif (atau keduanya negatif):

Jika a < b, maka 1@ > 1|E|.

Semua kasus untuk tanda a dan b juga boleh ditulis dalam notasi
berantai, seperti berikut:

Jika 0 < a < b, maka 1[d| > 1jp| > 0.
Jika a < b <0, maka 0 > 1]a > 1]}
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https://ms.wikipedia.org/w/index.php?title=Medan_teratur&action=edit&redlink=1
https://ms.wikipedia.org/w/index.php?title=Penambahan_songsang&action=edit&redlink=1
https://ms.wikipedia.org/w/index.php?title=Pendaraban_silang&action=edit&redlink=1
https://ms.wikipedia.org/wiki/Nombor_positif
https://ms.wikipedia.org/wiki/Nombor_negatif

]ikaa<0<b,maka1|§|<0<1l§|.

1.7. Latihan Soal dan Jawaban

1. Periksa, apakah bilangan di bawah ini merupakan bilangan
rasional atau bukan?
a. 0,222..

awab:
0,222...=7?

Misal 0,222... = x, karena digit berulang yang sama ada
satu yaitu 2, maka kedua ruas dikali 10, hasilnya:
0,222..=x

2,222..=10x _

2=9X3X=E
9

karena 0,222... dimisalkan x, maka 0,222... = g

karena 0,222... dapat dinyatakan dalam bentuk % dengan

a dan b bulat, b # 0, maka 0,222... merupakan bilangan
rasional.

b. 0,232323...
awab:

0,232323...=7

Misal 0,232323... = x, karena digit berulang yang sama
ada dua yaitu 2 dan 3, maka kedua ruas dikali 100,
hasilnya:

0,232323..=x

23,232323..=100x _

23=99x = x = g - 0,232323...
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Jadi, diperoleh kesimpulan bahwa: 0,232323..
merupakan bilangan rasional.

c. 0,234234234...
awab:
0,234234234..=7?
Misal 0,234234234... = x, karena digit berulang yang
sama ada tiga yaitu 2, 3, dan 4, maka kedua ruas dikali
1000, hasilnya:
0,234234234..=x
234,234234234...=1000x _

234 =999x = x = % = 0,234234234...

Jadi, diperoleh kesimpulan bahwa: 0,234234234..
merupakan bilangan rasional.

d. 0,1234234234...

Jawab:
0,1234234234...=7?

Kerjakan sebagai latihan dengan cara diusahakan digit di
belakang koma menjadi berulang sama.

2. Periksa, apakah bilangan di bawah ini merupakan bilangan
rasional atau bukan?

Misalkan: /2v2V2... = x, kedua ruas dikuadratkan,
diperoleh:
14



2V2V2 .. =x
2227 =
ZJZW:\/Z\/ﬁzxZ X
2 =x.]Jadi, , ’ ZJTZ_ = 2 merupakan bilangan rasional.

.J6+ 6+v6+ -

awab:

\/6+ 6+V6+ =7

Misalkan: J6 +vV6+V6+ -
dikuadratkan, diperoleh:

\/6+\/6+\/K:x
6+J6+J6+V€::ﬂ_

6 =xX2-Xx=>x2-x-6=0

= x+2)(x-3)=0

=>x+2=0ataux-3=0

=>x=-2ataux=3
Karena nilai x merupakan nilai akar, minimal nilainya = 0,
maka nilai x = -2 tidak memenubhi.

Jadi, \/6 + 6 + V6 ... = 3 merupakan bilangan rasional.

X, Kkedua ruas

. Buktikan, jikaa,b € Rdana<b, makaa< %(a+b)<b
Bukti:
Jika a < b, maka, a+a < a+b dan a+b < b+b, diperoleh:
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2a <a+bdana + b < 2b, akibatnya: 2a < a+b < 2b.
Selanjutnya ketiga ruasnya dibagi 2, diperoleh:
a< %(a+Db)<b, terbukti.

. Buktikan, jika a dan b bilangan real dengan a 2 0 dan b 2

0, asalkan keduanya tidak 0 secara bersamaan, maka:

Vab < asz :

Bukti:
Jika salah satu dari a atau b sama dengan 0, tetapi yang
lain tidak 0, maka kedua ruas nilainya sama dengan O,
sehingga kesamaan dipenuhi. Jika a > 0 dan b > 0, maka
diperoleh: (a-b)2 =20 <a?-2ab+b2 =20

& a2+b? 22ab

< a?+2ab +b?24ab

< (a+b)2 24ab

<a+b>2Vab

< 2vab < %, Terbukti.
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BAB 2
FUNGSI

Oleh Novrianti, S.Si., M.Si., Ph.D.
2.1. Pendahuluan

Jika anda melihat suatu persamaan matematis, adakalanya
persamaan tersebut merupakan suatu fungsi, ada pula yang
bukan merupakan fungsi. Maka dari itu, dibutuhkan pemahaman
tentang fungsi agar dapat membedakan suatu persamaan
merupakan suatu fungsi atau bukan. Dalam bab ini akan dibahas
mengenai pengertian fungsi, nilai-nilai fungsi, sistem koordinat
kartesius, grafik fungsi, yang kemudian di akhir adalah latihan
soal-soal tentang materi terkait.

2.2. Pengertian Fungsi

Fungsi adalah suatu alat utama yang digunakan dalam
menggambarkan dunia nyata ke dalam bentuk matematis
(Giordano, 2001). Fungsi dapat digambarkan sebagai diagram
panah sebagai berikut.

f

Gambar. 2.1 Diagram panah fungsi f
(Sumber: Penulis, 2023)
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ﬂ?ungsi, dituliskan/dinotasikan dengan f(x), didefinisikz%
sebagai suatu aturan korespondensi (padanan) yang
menghubungkan setiap objek x dalam suatu himpunan daerah
asal (domain) dengan suatu nilai tunggal f(x) pada suatu
himpunan ke dua (daerah kawan (kodomain)). Hasil dari
padanan yang diperoleh dengan cara demikian, disebut dengan
Qaerah hasil fungsi, atau biasa disebut dengan range. /

Untuk memahami definisi tersebut, perhatikan gambar
beserta penjelasan di bawah ini dengan teliti!

1. Gambar di bawah ini bukanlah merupakan suatu fungsi. Hal
ini dikarenakan adanya anggota pada domain yang
memiliki lebih dari satu tujuan pada kodomain.

2. Gambar di bawah ini bukanlah merupakan fungsi. Hal ini
dikarenakan adanya anggota pada domain yang tidak
memiliki tujuan pada kodomain.

A or
ﬂ' [ ]

[

20



3. Keempat Gambar disamping merupakan fungsi. Hal ini
dikarenakan setiap anggota pada domain memiliki tepat
satu tujuan/pasangan pada kodomain.

Domain dari suatu fungsi merupakan daerah asal
terjadinya pergerakan (pemetaan) fungsi. Domain merupakan
bagian yang sangat mempengaruhi fungsi, dan menjadi syarat
utama agar fungsi tersebut dapat terdefinisi dengan baik.
Daerah kedua merupakan seluruh daerah yang mengandung
kawasan fungsi tersebut di petakan (diarahkan/digerakkan),
disebut dengan daerah kawan (kodomain). Sedangkan daerah
yang menjadi tujuan utama fungsi tersebut, yang berpadanan
langsung dengan domainnya, disebut dengan daerah hasil
(range).

Untuk memahami perbedaan dari domain, kodomain, dan
range, perhatikan diagram panah berikut.
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Gambar. 2.2 Diagram Panah
(Sumber: Penulis, 2023)

Pada Gambar.2.2, dideskripsikan ketiga daerah domain,
kodomain, dan range sebagai berikut:

v Domain :D = {A,B,C}.
v' Kodomain :K = {1,2,3,4}.
v" Range 'R = {1,2,4}.

2.3. Nilai Fungsi

Fungsi f (x) memiliki nilai yang bergantung kepada daerah
asalnya. Berdasarkan Gambar 1 dan Gambar 2, hal ini bearti
notasi f(x) merepresentasikan bahwasanya x adalah domain
fungsi tersebut, dan f(x) adalah hasilnya, atau nilai dari fungsi
tersebut yang biasanya disebut dengan range.

Contoh 1.
Untuk nilai x = 3, tentukanlah nilai dari f(x) = x? — 1.
Penyelesaian:

Jika x = 3, maka untuk menentukan nilai dari f(x) untuk suatu
f(x) =x% —1, kita perlu menggantikan seluruh x pada f(x)
dengan domain yang diberikan, yakni:

22



Diketahui x =, dan f(x) = x> — 1, maka dengan menggantikan
seluruh x dengan 3, akan diperoleh nilai dari fungsi tersebut
adalah f(3) =32 —1=9 —1=8.

Contoh 2.
Jika f(x) = x? + 1, sederhanakanlah f(4 + h) — f(4)!
Penyelesaian:

Untuk menyederhanakan f(4 + h) — f(4), kita butuh untuk
mendapatkan nilai dari masing - masing fungsi tersebut.
Perhatikan proses berikut dengan baik dan teliti!

Diketahui f(x) = x? + 1, maka terlebih dahulu perlu dicari
f(4),dan f(4 + h).

v x=4,makaf(4) = 4* +1=17.
v x=4+hmakaf(4+h)= (4+h)>*+1=h?>+8h+17,

Sehingga f(4 + h) — f(4) =h? +8h + 17 — 17 = h? + 8h.

Tidak semua nilai dari suatu fungsi dapat ditentukan. Oleh
karena itu, agar suatu fungsi mempunyai nilai yang nyata,
haruslah fungsi tersebut terdefinisi dengan baik. Fungsi akan
terdefinisi dengan baik jika semua nilai x, sebagai domain dari
fungsi tersebut, memenuhi syaratnya.

Syarat domain untuk beberapa fungsi khusus yakni sebagai
berikut:

1
)’
nyebut pecahan tersebut tidak boleh nol, atau f(x) # 0.

b. Jika dipunyai suatu fungsi dalam berntuk akar, /f (x), maka

seluruh bagian di bawah akar tidak boleh nol, atau f(x) = 0.

a. Jika dipunyai fungsi berbentuk pecahan maka pe-
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c. Jika dipunyai suatu fungsi berbentuk logaritma log ) f (x),
maka nilai basis harus positif tetapi tidak boleh sama
dengan satu, g(x) > 0; g(x) # 1, dan selanjutnya nilai
numerus haruslah positif, f(x) > 0.

Jika kriteria domain fungsi tersebut telah terpenuhi
dengan baik, maka kita dapat menentukan nilai dari fungsi yang
berpadanan dengan domain yang diberikan. Untuk dapat
menentukan suatu fungsi agar dapat memiliki nilai yang nyata,
maka terlebih dahulu harus diperiksa keadaan domain dari
fungsi tersebut.

Contoh 3.

Tentukan daerah asal dari f(x) = ﬁ, agar f(x) terdefinisi

dengan baik.
Penyelesaian:

f(x) yang kita punyai pada soalan tersebut merupakan jenis
fungsi pecahan. Maka perlu diperika keadaan penyebut dari
fungsi tersebut sehingga fungsi tersebut terdefinisi dengan baik.
Maka,

x—3#0 © x #3.

Jadi domain dari f(x), yang selanjutnya dituliskan dengan Dy,
agar f(x) terdefinisi dengan baik adalah D; = {x € R|x # 3}.

Nilai dari suatu fungsi merupakan hasil pemetaan bayangannya
terhadap domain yang telah diberikan. Setelah mendapatkan
domain yang menjadikan fungsi terdefinisi dengan baik, maka
fungsi tersebut dapat dicari nilainya, dan dapat pula ditentukan
batasan nilai dari fungsi tersebut, dengan menemukan nilai
maksimum dan minimumnya.

24



Contoh 4.
Jika x € {—2,—1,0,1,2}, tentukan bayangan dari f(x) = x3 — 4.
Penyelesaian:

Kita perlu mencari nilai dari f(x) untuk masing - masing nilai x
yang diberikan.

v x=-2,makaf(-2) =(-2)3—-4=-12.
x =—1,maka f(—-1) = (-1)> — 4 = —5.
x = 0,maka f(0) = (0)3 -4 = —4.

x =1,maka f(1) = (1)3 -4 =-3.

x =2,maka f(2) = (2)3 -4 =4.

AN NI NN

Jadi nilai dari f(x) = x3 — 4 dengan domain pada {—2,—1,0,1,2}
adalah {—12,—-5,—4,—3, 4}. Dalam bentuk lain, nilai fungsi
(range) tersebut dapat ditulis dalam bentuk Ry =
(—12,-5,—4,—3, 4}.

Contoh 5.

Tentukan range dari f(x) = ﬁ ,untuk x > 4.

Penyelesaian:

Karena f(x) merupakan suatu fungsi yang berbentuk pecahan,
maka perlu diperiksa domain dari f(x). Domain dari f(x) telah
didapatkan pada Contoh 3, yakni Dy = {x # 3|x € R}.

Selanjutnya, pada instruksi soal dikatakan bahwasanya x > 4.
Kondisi ini adalah memenuhi keadaan dari Dy. Hal ini bermakna,
f(x) dapat dicari pada interval buka tersebut. Untuk
mendapatkan range dari f(x), perlu diketahui nilai terendah,
dan nilai tertinggi dari f(x). Hal ini ditentukan dengan
mengestimasi nilai f(x) pada setiap titik x > 4, yang kemudian
dilakukan generalisir terhadap nilai yang diperoleh.
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Estimasi nilai x > 4:

v’ x = 4, maka f(4) —ﬁz 1.

v' x = 5, maka f(5) —5%=%=0.5.

v x =6, maka f(6) = 6—i3 = § = 0.333....

v x =7, maka f(7) —%ziz 0.25.

v x = 8, maka f(5) —8—i3=§= 0.2.

v .dst

v x =103, maka f(103) = . 3 = E = 0.01.

v x =1003, maka f(1003) = —— = —— = 0.001.
v .dst

Sehingga, untuk nilai x yang sangat besar, dapat digeneralisir
bahwsanya nilai dari f(x) akan mendekati nol, atau f(x) =
0.

Berdasarkan hasil perhitungan di atas, diperoleh
bahwasanya untuk x > 4, maka nilai f(x) terkecil adalah
mendekati 0, dan terbesar adalah 1. Oleh karena itu
himpunan daerah hasil dari fungsi f (x) untuk batasan x > 4
akan dituliskan dalam bentuk Rf = {0 < f(x) < 1| f(x) €

R}.

Selanjutnya, f(x) akan direpresentasikan dalam bentuk
grafis pada bidang XOY.

2.4. Sistem Koordinat Kartesius

Bidang gambar yang pada umumnya dipakai adalah bidang
X0Y. Bidang gambar ini ditemukan oleh Rene Descartes, dan
diberi nama dengan bidang kartesius. Himpunan titik-titik pada
garis vertikal dan horizontal pada salib sumbu pada bidang ini,
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dihubungkan secara berpasangan yang dituliskan dengan format
(x,y), dan dinamakan dengan koordinat titik. Garis horizontal
merepresentasikan nilai x, yang kemudian disebut dengan
sumbu—x, dan garis vertikal merepresentasikan nilai y, yang
disebut dengan sumbu-y.

Sumbu —x dan sumbu—y pada bidang kartesius dipertemukan
tepat pada titik (0, 0) yang diberi nama dengan titik pangkal /
titik asal. Sebagai akibatnya, bidang kartesius dibagi menjadi
empat daerabh, yaitu:

v' Daerah 1 yang memuat nilai x positif, dan y positif.
Disebut dengan kuadran I.

v' Daerah Il yang memuat nilai x negatif, dan y positif.
Disebut dengan kuadran IL

v' Daerah III yang memuat nilai x negatif, dan y negatif.
Disebut dengan kuadran III.

v' Daerah IV yang memuat nilai x positif, dan y negatif.
Disebut dengan kuadran IV.

Tak jarang pula nilai darix pada sistem koordinat disebut
dengan absis, dan nilai dari y disebut dengan ordinat.

Contoh 6.
Letakkan posisi titik - titik berikut pada bidang XOY.

Titik A yang berkoordinat (3, 4).

Titik B yang berkoordinat (0, 5).

Titik C yang berkoordinat (-2, 5).

Titik D yang memiliki absis —3, dan berordinat —2.
Titik E yang memiliki absis 5, dan berordinat —3.

A S

Penyelesaian:

Perhatikan dengan baik dan benar posisi masing-masing
penempatan titik pada bidang X0Y berikut!
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Gambar 2.3 Koordinat titik A, B, C, D, dan E pada bidang XOY
(Sumber: Penulis, 2023)

2.5. Grafik Fungsi

Di dalam ilmu geometri, representasi fungsi dapat
dituangkan secara grafis dengan menggunakan persamaan
f(x) =y. Hal ini bermakna bahwasanya fungsi digambarkan
dalam bidang XOY denga menggunakan koordinat (x, y) dimana
x merupakan domain dari fungsi tersebut, dan y merupakan
nilai dari fungsi tersebut.

Untuk memudahkan dalam menggambarkan grafik dari
suatu fungsi, kita memerlukan beberapa langkah berikut.

1. Melalui x yang diberikan/diketahui, tentukan ordinat/nilai
y dengan menggunakan f(x) = y.

2. Susunlah sedemikian rupa himpunan pasangan beruru-tan
yang diperoleh dari langkah 1, dalam bentuk koordinat
(x,¥).

3. Plot setiap titik yang diperoleh dari pasangan berurutan
yang telah dibentuk dari langkah 2, pada bidang XOY.

4. Hubungkan setiap titik yang telah digambarkan secara
berurutan dari x yang terkecil menuju nilai x yang terbesar.
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5. Perhaluslah grafis yang telah diperoleh dengan cara
menambah estimasi titik, atau dengan menghilangkan
sudut-sudut yang terbentuk dengan menjadikan grafik
menjadi kurva yang lebih mulus.

Contoh 7.

Gambarlah grafik persamaany = x? — 3!

Penyelesaian:

Karena y = x? — 3 bukan merupakan salah satu bentuk
fungsi khusus, maka fungsi ini tidak harus dicari domain
yang menjadikannya terdefinisi. Dengan kata lain, fungsi
f(x) =y =x%-3 terdefinisi untuk semua x bilangan riil.
Selanjutnya adalah mengikuti Langkah-langkah untuk
membuat grafik.

1. Mendapatkan koordinat titik-titik yang memenuhi persamaan,
dengan memilih sebarang nilai x.

Tabel 2.1 Koordinat Titik-titik yang Memenuhi

Persamaany = x> — 3
X -3 -2 -1 0 1 2 3

y 6 1 -2 -3 -2 1 6

(y) | (:36) | (-21) | (-1-2) | (0-3) | (1-2) | (21) | (3,6)

(Sumber: Penulis, 2023)
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2. Plot titik-titik pada bidang XOY

Gambar 2.4 Plot titik-titik pada Bidang X0Y
(Sumber: Penulis, 2023)

3. Menghubungkan titik-titik menjadi sebuah kurva

Gambar 2.5 Menghubungkan Setiap Titik
(Sumber: Penulis, 2023)
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4, Kurva Mulus

Gambar 2.6 Kurva Mulus
(Sumber: Penulis, 2023)

2.6. Soal Latihan

Sketsalah grafik dari setiap fungsi - fungsi berikut dengan
mengikuti langkah - langkah pembuatan grafik fungsi, hingga
menghasilkan kurva mulus!

3 x3+y=9

4. y=x3—x
X

5. y_x2+1
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Penyelesaian:

1. Grafikdari f(x) =y = x3
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BAB 3
NILAI MUTLAK

Oleh Novrianti, S.Si.,M.Si., Ph.D.

3.1. Pendahuluan

Pengertian Nilai Mutlak

Definisi 3.1.1: Nilai mutlak dari x adalah x jika x = 0, atau —x
jika x < 0, yang kemudian dituliskan

B _(x;jikax=0, ...(0)
fx) = le_{—x;jikax<0. ... (iD)

Untuk memahami definisi 3.1.1 ini, perhatikan beberapa
contoh di bawabh ini:

a. Mutlak dari 2 ditulis dengan |2| . Karena nilai di dalam tanda
mutlak adalah non negatif, maka kondisi pada Definisi 3.1.1
yang dipakai adalah persamaan (i), sehingga ditulis |2| = 2.

b. Mutlak dari —2 ditulis dengan |—2|. Karena nilai di dalam
tanda mutlak adalah negatif, maka persamaan yang
digunakan adalah (ii) pada Definisi 3.1.1, sehingga Kkita
dapat menuliskannya dengan |-2| = —(—2) = 2. (Purcell,
2010)

Secara sederhana, nilai mutlak dapat dikatakan sebagai
suatu nilai yang selalu bernilai non-negatif , dan hanya
berlaku untuk bilangan riil. Jadi jika ditemui suatu nilai tak tentu

di dalam tanda mutlak, yang biasanya disimbolkan dengan huruf
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ataupun fungsi, maka yang harus kita lakukan adalah mencari
nilai variabel tersebut dengan menjabarkannya sesuai dengan
Definisi nilai mutlak. Tentu dengan menggunakan definisi ini
akan menghasilkan sifat nilai mutlak, kemungkinan operasi yang
terjadi di dalam nilai mutlak, pemecahan kendala yang harus
dipenuhi dalam operasi nilai mutlak, dan kemungkinan -
kemungkinan lainnya.

3.2. Sifat-Sifat Nilai Mutlak

Sifat-sifat nilai mutlak dapat ditunjukkan/dibuktikan
dengan sangat mudah dengan menggunakan definisi nilai
mutlak, yakni definisi 3.1.1. Sifat-sifat nilai mutlak terlihat lebih
mudah untuk persoalan perkalian dan pembagian. Akan tetapi
dalam hal penjumlahan dan pengurangan membutuhkan analisa
yang baik.

Berdasarkan Definisi 3.1.1 terlihat bahwasanya untuk suatu
nilai mutlak sebarang x, x € R, maka akan ada dua kondisi yang
mungkin terjadi, yakni x, atau —x.

Maka, jika ada dua bilangan riil sebarang, a dan b, yang
kemudian penjabaran nilai mutlaknya dituliskan seperti di
bawabh ini,

| l_{a;jikaazo, i) l_{b;jikabzo, (V)
U= 1=a;jikaa<0. ..(iv) ~=b;jikab<0. ...(wi)

maka kita akan mengoperasikan kedua bilangan mutlak tersebut
terhadap operasi kali, bagi, tambah, dan kurang.

Perhatikanlah operasi-operasi berikut secara teliti, dimana
dalam penguraiannya akan menggunakan persamaan (iii)
hingga (vi).

a. Sifat operasi perkalian pada nilai mutlak. Beranjak dari
definisi nilai mutlak dan kemungkinan-kemungkinan yang
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terjadi jika dua bilangan dikalikan, maka perhatikan dengan
seksama analisa di bawah ini.

ab = |al|b|; jikaa = 0,dan b > 0,

—ab = |al|b|; jikaa < 0,danb =0,
a(—b) = |a||b|;jikaa = 0,dan b < 0,
(—a)(—b) = |al|b|;jikaa < 0,dan b < 0.

lab| =

Karena pada semua keadaan nilai a dan b, operasi perkalian
dari kedua bilangan tersebut di dalam tanda mutlak
menghasilkan penyelesaian yang sama, maka dapat di-
simpulkan bahwa |ab| = |a]|b]|.

SifatI: |ab| = |a||b|.
Sifat operasi pembagian pada nilai mutlak

Perhatikan analisa keadaan a dan b pada operasi pembagian
di dalam tanda mutlak berikut:

(a la
5= |b| ; jikaa > 0,danb = 0,
—a |a
a 7 |b| ; jikaa < 0,danb =0,
|E|:< a al
-a l|a|
-3 :m;]lkaa<0,danb<0.

Hasil pembagian di dalam tanda mutlak pada kedua

bilangan a dan b merepresentasikan bayangan yang serupa,
maka dapat disimpulkan bahwa |§| = %.
|al

Sifat I1: |§| =

Sifat operasi penjumlahan pada nilai mutlak untuk Hukum
penjumlahan, perlu diperhatikan kondisi-kondisi nilai
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mutlak pada masing-masing bilangannya. Ingat uraian
persamaan (iii) hingga (vi)
Dengan menggunakan definisi 3.1.1, operasi nilai mutlak
penjumlahan dapat dituliskan dalam bentuk
a+b ;jikaa+b =0, ..
_(a+b); jkaa+b <0. @D
Perhatikan analisa terhadap operasi penjumlahan, jika
diketahui kedua bilangan a dan b memiliki kondisi tertentu
seperti yang disebutkan di bawah ini!
. a=0,danb =0.
Karena a,b = 0, maka |a| = a, |b| = b. Lebih dari itu,
berdasarkan kondisi a dan b yang non negatif, maka a +
b = 0. Sehingga, berdasarkan (vii), nilai mutlak dari
operasi penjumlahan ini dapat ditulis menjadi |a + b| =
a+ b= |al+ |b|
I[I. a<0,danb > 0.
Hal ini beartia + b < (—a) + b.
Berdasarkan kondisi a dan b, maka dapat dituliskan
|a| = —a, dan |b| = b.

ja+b] =]

Maka,
e Jikaa+b =0,beartila+b|=a+b< (—a)+
b = |a| + |b|.

e Jikaa+b <0, bearti |a+b|=—(a+b) =(—a)+
(=b) < (—a) + b = |a| + |b|.

Berdasarkan kedua kasus di atas, maka dapat
disimpulkan bahwa |a + b| < |a| +

III. |bla=0,danb < 0.
Hal ini beartia + b < a + (=b).
Berdasarkan kondisi a dan b, maka dapat dituliskan
|a| = a, dan |b| = —b.
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IV.

Maka,

e Jikaa+b =>0,bearti [a+b|=a+b< a+
(=b) = |a| + |b|.

e Jikaa+b <O0,bearti [a+b|=—-(a+b)=(—a)+
(=b) < a+ (—b) = |a| + |b|.

Berdasarkan kedua kasus di atas, maka dapat
disimpulkan bahwa |a + b| < |a| + |b|.

a<0,danb <O.

Hal ini beartia + b < 0 < (—a) + (—b).

Berdasarkan kondisi a dan b, maka dapat dituliskan
|a| = —a, dan |b| = —b.

Maka |a + b| = —(a+ b) = (—a) + (—b) = |a| + |b|.
Berdasarkan kasus I - IV di atas, maka dapat
disimpulkan bahwa |a + b| < |a| + |b|.

Sifat III: |a + b| < |a| + |b|.

Sifat pada operasi pengurangan di dalam nilai mutlak
diperoleh dengan melakukan analisa berikut:
Perhatikanbahwa a—b+b = a

Sla—b+b|=]al

Dengan menggunakan sifat pada poin ¢, maka

|(a—b)+b| <|a—b|+|bl

e lal < |a — bl + |b]
<  la|=1|b| < |a— bl
&  la|=1|b|l < |a— bl

Atau dapat dituliskan bahwa |a — b| = |a| — |b|.

SifatIV: |a — b| = |a| — |b]|.

Jadi, sifat - sifat nilai mutlak adalah:
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L. lab| = |al|b];

IL gl - ld,

bl = b
I11. la + b| < |a| + |b]|;
IV. la — b| = |a| — |b|.

a

3.3. Fungsi Nilai Mutlak dan Grafiknya

Berdasarkan Definisi 3.1.1, dengan menggantikan
x menjadi fungsi yang diperumum atau f(x), maka fungsi nilai
mutlak dapat dituliskan sebagai

_( f();jikaf(x) =0,
lf ()| = { —f(x) ;jika f(x) <O.

Fungsi nilai mutlak yang paling sederhana adalah fungsi pada
Definisi 3.1.1, yakni f(x) = |x|. Perubahan grafik f (x) = x, atau

sebelum ada tanda mutlak, dan f(x) = |x| dapat dilihat pada
gambar 3.1, dan 3.2 berikut.

¥
2
I
A
.
AN
\‘i
2 3 4 5
/
/
=
a2
i . 1
\\ z\
e

Gambar 3.1 Grafik f(x) = x yang dipantulkan ke y positif.
Gambar 3.2 Grafik f(x) = |x|.
(Sumber: Penulis, 2023)

Pada Gambar 3.1 dapat dilihat bahwasanya gambar dari
suatu fungsi f(x) = x (sebelum diberi nilai mutlak) adalah
garis lurus yang terbagi ke dalam dua jenis nilai, yakni nilai
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negatif (garis hijau), dan non negatif (pelurus garis hijau, yang
berwarna hitam). Akan tetapi, nilai mutlak |x| adalah suatu nilai
yang non negatif, maka semua nilai f(x) yang bernilai negatif,
yakni pada garis hijau dipantulkan ke sumbu-y positif, yang
dilukiskan dengan garis hitam beserta titik-titiknya
(ditunjukkan oleh garis panah merah). Jika garis hijau
dihilangkan, sebagai akibatnya kita akan memperoleh grafik dari
fungsi nilai mutlak f(x) = |x| dapat dilihat pada gambar di
sebelahnya, Gambar 3.2.

Selanjutnya, berdasarkan definisi nilai mutlak, maka untuk
menggambarkan semua fungsi di dalam tanda mutlak adalah
dilakukan dengan cara merefleksikan bayangan yang bernilai
negatif dari fungsi tersebut terhadap sumbu-x sehingga di dapat
nilai fungsi yang non-negatif. Berikut adalah beberapa contoh
grafik fungsi nilai mutlak disertai dengan proses memantulkan
nilai negatifnya:

30
-
——

"y ' N p
| e

. 3 5

o 5 10

T
4

X

Gambar 3.3 Grafik |x? + 3x — 4| dengan Proses Refleksi
Bayangan Negatifnya
(Sumber: Penulis, 2023)

Pada Gambar 3.3 terlihat bahwsanya untuk x € (—4,1),
fungsi memiliki nilai negatif. Lengkungan garis yang berwarna
hijau merupakan daerah yang harus dipantulkan. Oleh karena
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ity, refleksi nilai - nilai tersebut ke sumbu-y positif terlihat pada
lengkungan garis yang berwarna hitam. Jadi representasi grafis
dari f(x) = |x? 4+ 3x — 4| secara nyata dapat dilihat pada
Gambar 3.4.

Selanjutnya akan diperlihatkan grafik fungsi berpangkat
tiga, yakni f(x) = x3 + 3x — 3. Pada Gambar 3.5 di bawah ini,
tidak lagi diberikan panah arah pantulan dari nilai negatif fungsi
tersebut, tetapi para pembaca diharapkan mampu menemukan
grafik |f(x)|, dan yang bukan |f(x)|.

colour
> 0 absolute

—*= no absolute

0
x

Gambar 3.4 Representasi grafis | f(x)| dan f(x).
(Sumber: Penulis, 2023)

3.4. Penyelesaian Persoalan Nilai Mutlak

Persoalan yang mungkin ditemui dalam suatu fungsi nilai
mutlak adalah persoalan dalam bentuk kesamaan dan
ketaksamaan. Sebagaimana namanya, kesamaan merupakan
persoalan yang menggunakan penyetaraan nilai di kiri dan
kanan fungsi, dan disimbolkan dengan tanda samadengan (=).
Disamping itu ketaksa-maan bearti proses penyelesaian
persoalan nilai mutlak dengan membandingkan nilai pada ruas
kiri dan ruas kanan dengan meng-gunakan tanda selain
samadengan, yakni >, >, <, <, dan/atau #.
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Proses penyelesaian persoalan Kkesamaan ataupun
ketaksamaan nilai mutlak adalah berkaitan erat dengan
definisinya, yaitu Definisi 3.1.1.

3.4.1. Bentuk Kesamaan

Dalam menyelesaikan kesamaan (tidak jarang/ sering juga
disebut per-samaan) nilai mutlak dapat diselesaikan dengan
menggunakan Definisi 3.1.1, yang kemudian dilakukan
penjabaran terhadap semua item yang muncul.

Contoh 1: Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan
|x + 2| = 5.

Jawab: Nilai mutlak |x + 2| dapat dijabarkan menjadi

x+2;jikax+2=0,

Ix+2] :{—(x+2);jikax+2<0.

Sebagai akibatnya, persamaan |x + 2| = 5 diselesaikan dengan
penguraian berdasarkan kondisi x +2>0, dan x+2 <0,
yakni:

x+2=5->x=3.

|x+2|=5_){—(x+2)=5—>x=—7.

Jadi nilai x yang memenuhi persamaan |x + 2| = 5 adalah x = 3,
danx = —7.

3.4.2. Bentuk Ketaksamaan
1. Ketaksamaan kurang dari

Dalam proses penyelesaian ketaksamaan kurang dari (<),
hal ini bearti juga berlaku untuk ketaksamaan kurang dari sama

dengan (<). Perhatikan penulisan ketaksamaan nilai mutlak
berikut :
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x| <a;aeR - (viii)
Persamaan (viii) memiliki arti bahwasanya

|X|—{ x; jikax =20 = x < a;
" |—x; jikax < 0 = —x < aatau x > —a.

Berdasarkan uraian ini dapat disimpulkan bahwa
x| <a = -a<x<a, . (ix)
yang dibaca x lebih dari —a tetapi kurang dari a.

Secara umum persamaan (ix) dapat dituliskan dalam bentuk
ketaksamaan fungsi nilai mutlak berupa

If(X)|<a =-a< f(x)<a. o (%)
Contoh 2. Selesaikan ketaksamaan |x — 4| < 2!

Jawab : Menurut persamaan (x), maka perhatikanlah dengan
baik analisa di bawah ini

|x — 4] < 2

= —2<x—4<?2

S —2+4+4<x—-4+4<2+4

= 2<x<6
Jadi penyelesaian dari |x — 4| < 2adalah{x |2 < x < 6, x € R}.
2. Bentuk Lebih dari
Perhatikan penulisan ketaksamaan nilai mutlak berikut :

x| >a; a€R e (x0)

Persamaan (xi) memiliki arti bahwasanya

|x|_{ x: jikax >0 = x> a;
" |—x: jlkax < 0= —x >aataux < —a.
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Berdasarkan uraian ini dapat disimpulkan bahwa
|x]| >a = x < —aataux > a. e (xiD)

Secara umum persamaan (xii) dapat dituliskan dalam bentuk
ketaksama-an fungsi nilai mutlak berupa

lf(x)| >a = f(x) < —aatau f(x) > a. . (xiii)

Contoh 3. Selesaikan ketaksamaan |x — 4| > 2!
Jawab : Menurut persamaan (xiii), maka

|x — 4| > 2,
S x—4 <=2 atau x—4 > 2,
S x—4+2<-2+2 x—4—-2>2-2,
S x—2 <0 x—6 > 0,
S x <2 x > 6.

Jadi solusi dari |[x — 4| > 2 adalah {x | x <2 ataux > 6, x €
R}.

3.4.3. Penyelesaian dengan menggunakan bentuk kuadrat

Berdasarkan sifat nilai mutlak |ab| = |al||b|, jika Kita
menggantikan a menjadi x, dan b juga diganti menjadi x, maka

lxx| = |x||x] = %] = |x]?.

Karena bilangan kuadarat adalah selalu bernilai non-negatif ,
maka dapat dituliskan x? = |x?| = |x|?, dan sebagai akibatnya
dapat disimpulkan bahwa

x% = |x|? - (xiv)
Contoh 4 : Tentukan nilai x jika diketahui |x — 2| = 3.
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Penyelesaian :
Perhatikan bahwa berdasarkan (xiv)maka |x — 2|2 = (x — 2)2.

Maka persoalan |x —2| =3 dapat diselesaikan dengan
mengkuadratkan kedua ruas persoalan tersebut, sehingga

x—2]?=3?=x?—4x+4=9
& x2—4x-5=0
S @x-5x+1)=0
& x=>5ataux=-1.

Jadi nilai x yang memenuhi |x — 2| = 3 adalah x = 5 atau x =
—-1.

Hal yang menjadi perhatian disini adalah untuk persoalan
sederhana seperti Contoh 4 di atas ternyata lebih mudah
diselesaikan dengan menggunakan definisi nilai mutlak
sebagaimana yang telah dibahas pada Contoh 1. Hal ini bearti,
tidak semua persoalan nilai mutlak dapat diselesaikan dengan
mudah menggunakan bentuk kuadrat, kecuali :

a) Persoalan dalam bentuk ketaksamaan;

b) Kedua ruas pada persoalan ketaksamaan nilai mutlak
memiliki nilai sama-sama positif, atau sama - sama negatif.
Akibatnya, tanda ketidaksamaan akan berubah jika kedua
ruas dari persoalan ketaksamaan bernilai negatif, tetapi
tidak berubah jika kedua ruas bernilai positif.

Contoh 5. Selesaikan ketaksamaan |3x + 1| < |x — 6].
Penyelesaian :

Perhatikan ketaksamaan |3x + 1| < |x — 6|. Karena kedua ruas
merupakan fungsi nilai mutlak, hal ini bearti kedua ruas
memiliki nilai sama-sama positif atau non-negatif (red. Ingat
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bahasa sederhana nilai mutlak adalah bilangan yang selalu
positif/ non-negatif ). Maka,

|3x + 1| < |x — 6]

S 13x+ 112 < |x —6)?

S 13x+112—-|x—6/><0

o Bx+1D)?-(x—6)2<0
S(Bx+D+x-6)(Bx+1D)—-(x—6)) <0
= (4x—-5)02x+7)<0

5
S =< x <
2°%%%
Jadi nilai x yang memenuhi |3x + 1| < |x — 6| adalah —% <x<
5

7

3.5. Soal - Soal Latihan

A. Kerjakanlah soal-soal berikut dengan baik, benar, teliti, dan
cermat!

1. |3x—§|=3 6. |x—1| =|x—3|

2. 1 — 2] <10 7. 12(2x —3)| = |10 + x|

8. |3x—1| < 2|x+ 6|

3. |2x+2|>2
X 9. |x—1| > |x—3|
4 [F-3|=1
10.12(2x — 3)| = |10 + x|
5. |5+ 52| <2
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B. Gambarkan grafik dari fungsi berikut!

1

N

3

4

Ul

- f) = [3x ]
f)=1x -2
L fO) =2x+2]
f@=[-3
L f0) =[5+ 5x|

6. f(x)=lx—1]—|x—3]

~

- f) =12(2x-3)| -5
8. f(x)=|3x—1|+2|x + 6]
9. f(x)=Ilx—1llx -3

[2(2x-3)|

10f(X') :W
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Penyelesaian Soal - Soal Latihan

A. Perhatikan deskripsi penyelesaian dengan cermat.

1.|3x—%|=3

3 3-3 7 7
= - =— oS X =—
’3x—l’— 73 ¥=27% %%
2 (3 ) 3-3 > >
—_ —_— = - = —_—— = ——.
X b > X e
3.12x+2|>2
2x+2< -2 atau 2x+2>2
2x < —2-2 2x >2-—2
2x < —4 2x >0
x < -2 atau x> 0.
5.|3+5x|52
7
|2+5|<2
7 x| <
2_|_5 PPN <12 <12
7 TOXS Xs 7335

<2 c )<2 cx > 16 - 16
—(=+ - - —=.
ZTox)s e T

7.12(2x — 3)| = |10 + x|
|2(2x — 3)| = |10 + x|
o [2(2x —3)|? =110 + x|?
& (2(2x —3)2 = (10 + x)?
& (2(2x—-3)2-(10+x)%2=0
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& (2(2x=3)+ (10+x))(22x—3)—(10+x)) =0
= (5x+4)3x—16) =0

4

<:>x=—§;ataux
16
=3

9.|x — 1| > |x — 3|
lx — 1] > |x = 3|
S lx— D> |x -3
& (x—1)% > (x — 3)?
S x-1)2%-(x-3)2>0
S(x-D+x-3))((x-1)—-(x-3))>0
& (2x—-4)(2)>0

= x> 2.

B. Grafik fungsi nilai mutlak

1.f(x) = |32 3|

50



3. f(x) =|2x + 2|

& o

0 15 20 25
| | |

5
I

0
I

.

&_
o
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9. f(x) = lx —1|lx = 3]
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BAB 4
FUNGSI ALJABAR

Oleh Rifka Agustianti, M.Pd.

4.1. Pendahuluan

Fungsi Linier merupakan fungsi dengan pangkat paling
tinggi variabelnya ialah pangkat satu. Sebuah persamaan linier
jika diilustrasikan akan membentuk suatu garis lurus. Bentuk
umumnya ialah :

y=a+ bx
Dimana:

y = variabel terikat

x = variabel bebas

a = konstanta

b = koefisien dari x, arah atau gradien garis

4.1.1. Teknik Pembentukan Fungsi Linier

Suatu persamaan linier mampu dibuat dengan berbagai
jenis teknik bergantung pada nilai yang diketahui. Teknik
tersebut ialah:

1. Teknik dwi koordinat
2. Jika tersedia dua buah titik A(x;,y;) dan B(x,,y,) maka
persamaan fungsi linier melalui titik-titik tersebut bisa

ditentukan melalui formula:
Y—Y1 _X—X

Vo—=Y1 X2—X1
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3.

Teknik koordinat lereng
Jika tersedia sebuah titik A (x;,y;) dan lereng garisnya b,
maka persamaan liniernya ialah :
y—y1=blx—x)
Teknik penggal lereng
Suatu persamaan linier bisa juga disusun jika diketahui
penggalnya pada salah satu sumbu (a) serta lereng garis (b)
yang memenuhi persamaan tersebut, sehingga formula yang
digunakan ialah :
y=ax+b

Dimana a = penggal dan b = lereng
Teknik dwi penggal
Suatu persamaan linier bisa juga disusun jika diketahui
penggal garis pada setiap sumbu, yakni penggal pada sumbu
vertikal (saatx = 0) serta penggal pada sumbu horizontal
(saaty = 0), sehingga formula yang digunakan ialah:

a

=a——x
y c

Dimana a = penggal vertikal dan c = penggal horizontal

4.1.2. Teknik Menggambar Grafik Fungsi Linier

Adapun teknik menggambar grafik fungsi linier (Sari,

2023) yaitu :

1.
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Teknik sederhana

Yakni melalui penggunaan tabel x dan y, dengan cara
menentukan terlebih dahulu nilai x sedemikian hingga akan
menghasilkan nilai y

Teknik matematis

Yakni melalui penetuan titik potong bagi sumbu x pada nilai
paday = 0, sehingga x = g, jadi titik potongnya ialah

A(a, 0) dan titik potong bagi sumbu ypada nilai padax = 0,
sehingga y = b, jadi titik potongnya ialah B (0, b).
Hubungkan kedua titik tersebut agar terbentuk sebuah garis
persamaan linier.

Contoh 1:y = 2 + 3x (melalui Teknik sederhana)



Gambar 4.1 Grafik Fungsi Linier
(Sumber: Geobegra )

Contoh 2: y = 2 + 3x (melalui Teknik matematis)

x |0 2
3
y 2 0
(x,y) | (0,2) 2
(~59)

Dengan memisalkan x = 0 dan y = 0 sehingga didapat dua buah
titik yaitu (0,2) dan (-2/3, 0)

4.1.3. Hubungan dua garis lurus

Berikut ini adalah persamaan linier dari hubungan dua
garis lurus, yakni :
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Dua garis lurus akan berimpit jika persamaan yang satu
adalah kelipatan persamaan lainnya, misalnya:y = 3x — 5
dengan 2y = 6x — 10

Dua garis akan sejajar jika memiliki gradien yang serupa,
misalnya:y = —5x + 2dengany = —5x + 3

Dua garis akan berpotongan jika gradien yang satu tak
serupa dengan gradien garis lainnya, misalnya:y = 7x — 3
dengany = —2x + 1

Dua garis akan berpotongan tegak lurus jika gradien yang
satu adalah lawan negatif dari gradien persamaan garis

lainnya, misalnya : y = ix +3dany = —4x + 3

4.1.4. Perpotongan Dua Fungsi Linier

Dalam menentukan titik potong fungsi linier yang saling

berpotongan bisa digunakan berbagai metode yakni :

1.

Metode grafik ialah metode yang dapat digunakan melalui 2
teknik yakni teknik sederhana serta teknik matematis pada
koordinat kartesius

Metode Substitusi ialah teknik dalam mencari himpunan
penyelesaian melalui penggantian sebuah variabel dengan
variabel lainnya

Metode Eliminasi ialah teknik penyelesaian melalui teknik
menghilangkan salah satu variabel guna menentukan nilai
variabel lainnya.

Metode Campuran ialah teknik mencari himpunan
penyelesaian melalui penggabungan metode eliminasi juga
substitusi.

Contoh 3:

Tentukan titik potong fungsi 3x + 2y = —13 dan —2x —

3y = 2 dengan metode substitusi, eliminasi, juga campuran !

1.
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Dengan menggunakan metode substitusi

3x + 2y = —13



3x =-13 -2y
X = _133_2y (masukkan ke persamaan 2)

—2(=%2) - 3y = 2 (kalikan 3)

3
26+4y—-9y =6

—5y=6-26

-5y = =20

y=4

Kemudian substitusi y = 4 ke salah satu persamaan
—2x—3y =2

—2x—3(4) =2

—2x—12=2

—2x =14

x =-=7

Sehingga, himpunan penyelesaiannya adalah {—7,4}

Dengan menggunakan metode eliminasi
Eliminasi variabel x
3x + 2y =-13 x(-2) - —6x —4y =26

—2x—3y=2 x (3) - —6x—9y =6

5y =20
y=4
Eliminasi variabel y
3x +2y =—-13 x(-3) - —9x — 6y =39
—2x—-3y=2 x (2) - —4x — 6y =4
—5x =35
x==7

Sehingga, himpunan penyelesaiannya ialah {—7,4}
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3. Metode Campuran
Eliminasi variabel x

3x +2y =-13 x(-2) - —6x — 4y = 26
—2x—-3y=2 x (3) - —6x—9y =6
5y =20
y=4
Substitusi y = 4 ke salah satu persamaan
3x + 2y =—13
3x +2(4) = -13
3x +8 =-13
3x =-13 -8
3x =-21
x=-=7

Sehingga, himpunan penyelesaiannya adalah {—7,4}
4.2. Fungsi Kuadrat

Bisa dimaksudkan juga sebagai sebuah persamaan yang
memiliki variabel dengan pangkat tertinggi dua. Hal tersebut
merupakan salah satu karakteristik dari jenis fungsi kuadrat.
Serupa dengan jenis persamaan yang lain, fungsi kuadrat juga
memiliki bentuk umum yakni f(x) = ax? + bx + ¢

Fungsi kuadrat mempunyai karakteristik tertentu
berdasarkan nilai koefisiennya, (Wayowan, 2013) yakni :

1. Berdasar pada nilai a — Apabila a >0 maka nilai
ekstrimnya minimum serta grafik parabolanya terbuka ke
atas. Apabila a < 0 maka nilai ekstrimnya maksimum serta
grafik parabolanya terbuka ke bawah

2. Berdasar pada nilai b — Apabila a juga b memiliki tanda
serupa maka sumbu simetri berada pada bagian kiri sumbu
Y. Apabila a juga b berbeda tanda maka sumbu simetri
berada pada bagian kanan sumbu Y. Apabila b = 0 maka
sumbu simetri berada tepat pada sumbu Y.
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Berdasar pada nilai ¢ — Apabila ¢ > 0 maka grafik
parabolanya memotong sumbu Y positif. Apabilac = 0
maka grafik parabolanya memotong sumbu Y di titik
(0,0). Apabila ¢ < 0 maka grafik parabolanya memotong
sumbu Y negatif.

Berdasar pada nilai D (diskriminan) — Apabila D > 0 maka
grafik parabolanya memotong sumbu X pada titik (x4, 0)
serta (x,,0). Apabila D = 0 maka grafik parabolanya

menyinggung sumbu X pada titik (—%,O).ApabilaD <0

maka grafik parabolanya tak memotong maupun
menyinggung sumbu X.

4.2.1. Cara Menggambar Grafik Fungsi Kuadrat

Grafik fungsi kuadrat ialah sebuah grafik yang mampu

mendeskripiskan ilustrasi gambar dari suatu persamaan atau
fungsi kuadrat. Grafik fungsi kuadrat memiliki berbagai jenis
karakter serta teknik menyusunnya. Terdapat tiga macam grafik
pada fungsi kuadrat, yaitusy = ax? y = ax? + c,dany =
a(x - h)? + k.

Secara detail, menggambar grafik fungsi kuadrat dapat

ditentukan dengan titik-titik kritis yakni perpotongan kurva
dengan sumbu y ataupun sumbu x dan nilai ekstrim. Langkah-
langkahnya ialah menentukan hal berikut :

Titik potong sumbu x, y = 0
Titik potong sumbuy,x =0
b%-4ac

Titik puncak = _—b, —
2a 4a

Sumbu simetri dengan persamaan x = e
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Berikut beberapa langkah dalam menyusun persamaan
dan fungsi kuadrat:

1. Jika diketahui tiga titik koordinat, maka persamaannya ialah
y=ax? + bx + ¢

2. Jika diketahui titik potong pada sumbu x juga titik yang
dilaluinya. Formulanyaialahy = a(x - x;)(x - x3).

3. Jika diketahui titik puncak serta satu titik lainnya.
Formulanyaialahy = a(x— xp)2 + W
Contoh 4 :

Gambarkan grafik fungsi kuadraty = x2 — 4x — 5

1. Titik potong sumbux,y =0

y=x%>—4x -5

0=x%—4x-5

(x—=5kx+1)=0

x =5ataux = —1

Sehingga titik potongnya ialah (5,0) dan (—1,0)
2. Titik potong sumbuy, x = 0

y=x%>—4x -5

y=0%-4(0)-5

y=-5
Sehingga titik potongnya yakni (0, —5)
o -b  b%-4ac
3. Titik puncak = —, —
2a 4a

_(_ =t _DOESN oy
- (_m’_ 4(1) ) =@-9

Sehingga titik puncaknya yakni (2, —9)

4. Sumbu simetri dengan persamaan x = ey
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Gambar 4.2 Grafik Fungsiy = x> —4x — 5

(Sumber: Geobegra)

4.3. Fungsi Ganjil

Perhatikan gambar fungsi f (x) = x3 berikut :

X f(x) —X f(=x)?

1 13 -1 | (-1D3=-1
2 23 -2 | (-2)8=-8
3 33 -3 [ (-3)3=-27
4 43 —4 | (-4)3 =64
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Gambar 4.3 Grafik Fungsi f(x) = x3
(Sumber: Kemdikbud, 2022)
Perhatikan nilai fungsi untuk f(x) dan f(—x). Tanpa

menghitung dengan kalkulator, jika diketahui bahwa nilai fungsi
f dititik x = 5 adalah 125, dapatkah kalian menghitung nilai

fungsi f pada titik x = —5? Dengan memperhatikan nilai-nilai
fungsi pada titikx = adanx = —a, perhatikan bahwa nilai
fungsi f pada titik x = —a adalah negatif dari nilai fungsi f

pada titik x = a. Akibatnya, nilai fungsi f pada titik x =
—5 adalah negatif dari nilai fungsi f di titik x = 5. Hal ini bisa
ditulis dalam model matematika f(—5) = —f(5) Jadi, nilai
fungsi f pada titik x = —5 adalah —125

Jika berlaku secara umum di sebarang titik x, maka fungsi
tersebut disebut fungsi ganjil. Jadi, suatu fungsi disebut fungsi
ganjil jika memenuhi hubungan

f(=x) = =f(x) atau f (x) = =f(=x)

Perhatikan fungsi f yang terdefinisi pada domain [0,L] seperti
Gambar 4.5:
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Gambar 4.4 Fungsi f pada Domain [0,L]
(Sumber: Kemdikbud, 2022)

Agar menjadi fungsi ganjil, maka kita perluas domain
menjadi [—L, L] dengan nilai fungsi pada domain negatif bernilai
negatif dari nilai fungsi pada domain positif seperti pada Gambar
4.6 dimana grafik fungsi ganjil y = f(x) simetris terhadap titik
asal

Gambar 4.5 Fungsi f pada Domain [-L,L]
(Sumber: Kemdikbud, 2022)
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Jika fungsi pada Gambar 4.5 dinyatakan sebagai f(x),0 <
x < L maka perluasan fungsi ganjil yang diperoleh pada Gambar
4.6 dapat dinyatakan sebagai fungsi g

f(x),0<x<L

gx) ={
—f(=x),-L<x<0

Contoh 5:

Diberikan fungsi f(x),0 < x < 2. Tentukan perluasan fungsi
ganjil dari fungsi f tersebut

Perluasan fungsi ganjil dari fungsi f tersebut adalah

1,0<x <2

g(x) ={

-1,-2<x<0

Gambar 4.6 Perluasan Fungsi Ganjil Ganjil f(x),0 < x < 2
Sumber (Kemdikbud, 2022)

4.4. Fungsi Genap
Perhatikan kembali fungsi f(x) = x? pada Gambar 4.8

x f(x) —X f(=x)?
1 12 -1 | (-1)?2=1

2 22 -2 | (-2%=14
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x f(x) —X f(=x)?
3 32 -3 | (-3)2=9
4 42 —4 | (-4)2=16

Gambar 4.7 Grafik Fungsi f(x) = x?
(Sumber: Kemdikbud, 2022)

Perhatikan kembali nilai fungsi pada tittkkx = adanx =
—auntuka = 1,2,3dan 4. Pada contoh di atas, diketahui
bahwa nilai fungsinya sama di kedua titik tersebut. Dengan kata
lain f(a) = f(—a) . Jika diketahui bahwa nilai fungsi pada titik
x = 25 adalah 625, maka nilai fungsi pada titik x = —25 dapat
langsung diketahui yaitu 625. Jika berlaku untuk keseluruhan
domain fungsi, maka fungsi yang demikian ini disebut dengan
fungsi genap dimana grafik fungsi ganjil y = f(x) simetris
terhadap sumbu y. Jadi, suatu fungsi disebut fungsi genap bila
memenuhi hubungan f(x) = f(—x) untuk setiap anggota
domain x. Dengan demikian, bila diberikan suatu fungsi f yang
terdefinisi pada domain [0, L] seperti digambarkan pada Gambar
4.8 maka perluasan fungsi genap dari fungsi tersebut dapat
dinyatakan sebagai fungsi g dan dilakukan dengan
mendefinisikan fungsi pada domain [—L, 0] sebagai berikut

f(x),0<x<L

g(x) =
f(—x),-L<x<0
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Gambar 4.8 Grafik Fungsi Genap
(Sumber: Kemdikbud, 2022)

Contoh 6:

Diberikan fungsi f(x) = sinx, 0 < x < . Tentukan perluasan
fungsi genap dari fungsi f tersebut

Gambar 4.9 Grafik f(x) = sinx
(Sumber: Kemdikbud, 2022)

Pada Gambar 4.10, kurva berwarna merah merupakan
kurva dari f(x). Perluasan fungsi genap dari fungsi tersebut
dilakukan dengan mendefinisikan fungsi pada domain [-mt, 0].
Jadi, perluasan fungsi genap dari fungsi f tersebut adalah

sin(x),0<x<m
g(x) =

sin(—x), -7 <x<0
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Ingat bahwa sin(—x) = —sin (x) . Akibatnya fungsi g dapat juga
dinyatakan dalam bentuk berikut
sin(x),0<x<m
9(x) =
—sin(x), -7 <x<0

4.5. Soal-Soal Latihan

1. Tentukan titik potong fungsi 2x — 3y = 19dan —x + 2y =
—12 dengan metode grafik dan metode campuran !
2. Tentukan fungsi berikut merupakan fungsi ganjil atau genap
dan gambarkan grafiknya !
a. f(x) =xcosx
b. f(x) =x3—-3x
3. Gambarkan grafik fungsi kuadrat berikut !
a. f(x)=—-x?+2x+15
b. f(x)=3x*—-2x+5

69



DAFTAR PUSTAKA

Kemdikbud (2022) Worksheet Fungsi Ganjil dan Genap. Available
at: https://lmsspada.kemdikbud.

Sari, B. (2023) Dasar-Dasar Aljabar dan Fungsi Linier. Available
at: https://www.scribd.com/document/625637334/141-
20220307095317-Matek-PPT1-Fungsi#.

Wayowan, Y. (2013) Fungsi Kuadrat. Malang. Available at:
http://ymayowan.lecture.ub.ac.id/files/2013/10/3.-
FUNGSI-KUADRAT.pdf.

70



BAB 5
FUNGSI TRANSENDEN

Oleh Khairunnisa Fadhilla Ramdhania, S.Si., M.Si.

5.1. Pendahuluan

Pada subbab-subbab sebelumnya kita telah mempelajari
definisi fungsi dan macam-macam fungsi diantaranya fungsi
nilai mutlak, dan fungsi polinomial. Kita menyebuty = f(x)
fungsi aljabar jika memenubhi

P0+P1y++Pnyn=O

dengan P polinomial dalam x dengan koefisien bilangan
rasional, sedangkan fungsi yang bukan fungsi aljabar disebut
sebagai fungsi transenden. Pada bagian ini, kita akan membahas
fungsi eksponensial dan fungsi logaritma. Selain itu, akan
dibahas pula fungsi trigonometri dan siklometri.

5.2. Fungsi Eksponen dan Grafiknya

Pertama, amati Gambar 5.1 yang merupakan sketsa dari:

f1(x) = x, f(x) = x2, f3(x) = x3,dan f,(x) = x*.

Gambar 5.1 Grafik Fungsi f(x) = x",n =1,2,3,4dan f(x) =
10*

(Sumber: NCERT, 2006)
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Kita dapat melihat bahwa kurva semakin curam ketika
pangkat x meningkat. Hal ini menandakan bahwa peningkatan
tetap nilai x (> 1), beriringan dengan meningkatnya nilai f,, (x)
ketika n bertambah, n=1,2,3,4. Dengan begitu, dapat
dibayangkan bahwa pernyataan tersebut benar untuk setiap n >
0, dengan f,,(x) = x™. Artinya, kurva dari f,,(x) akan cenderung
mendekati sumbu y ketika n bertambah. Sebagai contoh,
misalkan f;,(x) = x1° dan f,,(x) = x2°. Jika x bertambah dari 1
menjadi 2, maka nilai f;, meningkat dari 1 menjadi 219,
sedangkan nilai f,, meningkat dari 1 menjadi 22°. Dengan
demikian, untuk peningkatan nilai x yang sama, f,, tumbuh
(bertambah) lebih cepat dari f;,.

Poin penting dari pembahasan di atas adalah pertumbuhan
suatu fungsi polinomial bergantung pada derajat polinomnya,
yakni  semakin  tinggi  derajatnya, semakin  besar
pertumbuhannya. Kemudian muncul sebuah pertanyaan, adakah
suatu fungsi yang pertumbuhannya lebih cepat dari fungsi
polinom? Jawabannya adalah fungsi berikut:

f(x) = 10*.

Dugaannya adalah fungsi tersebut tumbuh lebih cepat dari
f(x) = x™ untuk setiapn € Z*. Sebagai contoh, pertumbuhan
10* lebih cepat dari f;5o(x) = x1°°. Misal diberikan nilai x yang
cukup besar seperti x = 10° , catat bahwa f(,(10%) =
(10%)190 = 105%° sedangkan f(10%) = 1010° = 10100000 Jg|as
bahwa f yang pertumbuhannya lebih cepat dari f;¢(x), dan hal
tersebut tidaklah sulit untuk dibuktikan.

Definisi 5.1 (NCERT, 2006) Fungsi eksponensial umum
merupakan fungsi yang didefinisikan sebagai y = a*, dengan
basisa > 1.

Selanjutnya kita akan bahas tentang sifat-sifat yang dimiliki oleh
fungsi eksponensial, di antaranya sebagai berikut:

1. Memiliki domain R, atau semua bilangan real
2. Memiliki range R*, atau semua bilangan real yang positif
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3. Fungsi eksponensial selalu naik, yakni bergerak dari kiri ke
kanan dan kurvanya bertambah ke atas.

4. Untuk setiap bilangan yang sangat besar yang negatif, fungsi
eksponensial sangan dekat dengan 0, tetapi tidak akan
pernah menyentuh 0 terlebih memotong 0.

Grafik dari fungsi y = a*, dapat dilihat pada Gambar 5.2, juga
untuk a < 1, maka y = a® merupakan fungsi turun.

Gambar 5.2 Grafik Fungsi y = a*, dengana > 1dana < 1

(Sumber: Dokumentasi Penulis)

Dalam {indiax1}, dijelaskan bahwa jumlahan dari deret

merupakan suatu bilangan antara 2 dan 3 dan dinotasikan
dengan e. Ketahuilah bahwa bilangan e adalah bilangan penting
dan spesial seperti m, yakni merupakan bilangan irasional.
Bentuk desimalnya merupakan decimal tidak berulang dan
takterbatas. Berikut beberapa digit pertamanya

2,71828182 ...

Nilai tersebut diperoleh dari aproksimasi limit pada Teorema
5.2 berikut.
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Teorema 5.2 (Simmons, 1996) Bilangan e dapat dihitung
sebagai limit
1
e = lim(1 + x)x.
x-0

Dengan menggunakan e sebagai basis, kita dapatkan fungsi
eksponensial natural berikut. Kita juga bisa melihat grafik fungsi
ini pada Gambar 5.3

Definisi 5.3 (NCERT, 2006) Fungsi eksponensial natural
dinotasikan oleh e dan didefinisikan dengan

y =e*.

Fungsi eksponensial memiliki grafik yang cekung ke atas.
Berdasarkan Gambar 5.3, kita dapat memperoleh

lim e* =0 dan lim e* = oo.

X—>—00 X—00

Gambar 5.3 Grafik Fungsi Eksponensial
(Sumber: Penulis, 2023)

Teorema 5.4 (Thomas et al, 2017)Untuk setiap bilangan x,y,
eksponensial natural memiliki sifat-sifat sebagai berikut:
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5.3. Fungsi Logaritma dan Grafiknya

Secara umum, properti dari fungsi eksponensial dari
subbab 5.1 menunjukkan bahwa jika a adalah bilangan konstan
# 1, maka tidak sulit untuk untuk mendapatkan nilai x > 0 yang
berkorespondensi satu ke satu dengan y, yang mengakibatkan
fungsi eksponensial memiliki invers. Kita dapat definisikan
invers tersebut sebagai logaritma x dengan basis a dan
dinotasikan dengan log, x, grafiknya dapat dilihat pada Gambar
5.vghf

Definisi 5.5 (Thomas et al., 2017)Untuk setiap bilangan positif
a # 1,log, x adalah invers fungsi dari a*, dan disebut logaritma
umum, ditulis sebagai

y = log, x.

Kita tahu bahwa 23 =8, dalam logaritma kita dapat
menuliskannya menjadi log, 8 = 3. Begitu juga untuk 103 =
1000, yang ekivalen dengan log;, 1000 = 3. Beberapa sumber
menuliskan logx untuk fungsi log;,x, dengan a = 10 dan
disebut logaritma biasa. Catat bahwa fungsi log, x dan a* saling
invers, maka kita bisa memperoleh fungsi identitas:

a'°8a* = x untuk x >0
log, a* = x untuk semua x

Teorema 5.6 (Thomas et al, 2017) Aturan logaritma dengan
basis a, dengan Vx,y > 0, memenuhi

1. Aturan hasilkali
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log, xy =log,x +log,y
2. Aturan hasilbagi

X
log, ; = log,x —log, y
3. Aturan kebalikan
1
loga; = —log,y

4. Aturan pangkat
log, x¥ = ylog, x

Logaritma memiliki manfaat yang sangat penting dalam
suatu perhitungan. Khususnya dalam aritmatika, di bidang
navigasi lepas pantai dan mekanika benda langit. Selanjutnya,
kita akan mendefinisikan logaritma natural sebagai suatu
integral (Thomas et al., 2017).

Definisi 5.7 (Simmons, 1996)Logaritma natural merupakan
suatu fungsi yang didefinisikan sebagai

*1
lnxzf —dt, x>0.
1 t

Gambar 5.4 Grafik Fungsi In x

(Sumber: Penulis, 2023)
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Proposisi 5.8 (Thomas et al., 2017)Sifat-sifat aljabar logaritma
natural. Untuk setiap bilangan x,y > 0, logaritma natural
memiliki sifat-sifat sebagai berikut:

1. Aturan hasilkali
Inxy =Inx+Iny
2. Aturan hasilbagi

InZ=1Inx—1
n—=Inx—Iny
y
3. Aturan kebalikan
1
In—=—-1In
y y

4. Aturan pangkat
Inx" =rinx, reqQ

Adanya fungsi Inx memberikan jawaban atas permasalahan
integral jika fungsi yang diberikan merupakan x~!, yakni
dituangkan dalam teorema berikut.

Teorema 5.9 (Thomas et al., 2017) Turunan dariIn|x| adalah i,
atau dapat ditulis

d 1

—Inx=—, x#0

dx X
Kelak pada bab berikutnya akan dibahas mengenai turunan
secara mendalam dan kita bisa mencari turunan dari fungsi
logaritma yang lebih kompleks dengan menggunakan aturan
rantai. Selanjutnya kita akan membahas fungsi trigonometri
beserta inversnya (fungsi siklometri).

5.4. Fungsi Trigonometri dan Grafiknya

Subbab ini membahas tentang fungsi trigonometri. Namun
sebelum itu akan diberikan penjelasan tentang pengetahuan
dasar yang perlu diperkenalkan agar kita lebih mudah
memahami tentang fungsi trigonometri kelak.
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Kata Trigonometry berasal dari Bahasa Yunani yaitu ‘trigon’ dan
‘metron’ yang memiliki arti mengukur sisi-sisi dari segitiga.
Sudut adalah besarnya rotasi garis putar yang berhubungan
dengan garis tetap. Sudut dapat diukur dengan menggunakan 2
cara yang berbeda, yaitu (NCERT, 2006):

1. Sistem sexagesimal, yang memiliki satuan derajat.
- putaran = 1°
360
2. Sistem sirkular, yang memiliki satuan radian.
Bilangan radian pada pada sudut pusat A’CB’ dalam lingkaran
dengan radius r didefinisikan sebagai bilangan dari radius

satuan yang termuat dalam busur s di depan sudut pusat (8),
maka (Thomas et al., 2017)

S
f=- © s=7160
r

Catat bahwa 1 putaran penuh dari suatu lingkaran satuan adalah
360° atau 2m radian, maka m radian = 180° (Simmons, 1996).

Tabel 5.1 Sudut dalam derajat dan radian

Derajat | 0 30 45 60 90 180 | 360

T T T T

Radian 0 3 7 3 > T 2T

(Sumber: Penulis, 2023)

5.4.1. Fungsi Dasar Trigonometri

Kita sudah tidak asing lagi dengan pendefinisian fungsi
trigonometri untuk sudut lancip dengan segitiga siku-siku
seperti Gambar 5.5
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Gambar 5.5 Fungsi Trigonometri dari 0 dalam x,y danr
(Sumber: Penulis, 2023)

Berdasarkan Gambar 5.5 dapat diperoleh:

sin (0) =¥

X
cos (0) = -
tm1@)=%

©) =~
CSC = -
y
6) ==
sec (0) = 7
£(0) =~
co =—
y

Catat juga bahwa pendefinisian di atas dapat dinyatatakan

sebagai
sin (0)
tan (@) = cos (8)
1
sec (0) = os (8)

cot (0)
1
~ tan (0)
csc (08)
1
~ sin (0)
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Kemudian secara eksak, rasio trigonometri untuk beberapa
sudut dapat dibaca dari segitiga pada Gambar 5.6

Gambar 5.6 Sudut Radian dan Panjang Sisi Segitiga Siku-siku
(Sumber: Penulis, 2023)

penjelasan singkatnya sebagai berikut (Simmons, 1996):

1 1
@z @z w@)-2
s 1 T 1

cos (Z) = 5 oS (g) — ? cos (§) =5
tan (%) =1 tan (E = % tan (g) =3

Sedangkan untuk melihat kapan suatu fungsi trigonometri
bernilai positif atau negatif, kita dapat menggunakan bantuan
Aturan CAST seperti pada Gambar 5.7
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Gambar 5.7 Aturan CAST
(Sumber: Penulis, 2023)

5.4.2. Grafik Fungsi Trigonometri

Jika kita amati, dua sudut memiliki nilai fungsi
trigonometri yang sama, sebagai contoh:

sin (8) = sin (6 + 2m) dan cos () = cos (8 — 2m)
Kondisi pengulangan tersebut dapat kita katakan bahwa fungsi
trigonometri dasar merupakan fungsi periodik. Selanjutnya, kita
akan menggambar fungsi trigonometri di bidang koordinat. Kali
ini kita akan menyatakan 6 dengan x.

44 Y

Gambar 5.8 Grafik Fungsi Sin dan Cos
(Sumber: Penulis, 2023)
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Selanjutnya, Gambar 5.9 merupakan grafik fungsi tan, cot, sec, dan csc.

=TT
=
cHE=S,

© (@
Gambar 5.9 Grafik Fungsi: (a) tan(x), (b) cot (x), (c) sec(x), (d)
csc(x)
(Sumber: Penulis, 2023)

5.4.3. Identitas Trigonometri

Sudut yang terdiri dari jumlahan atau selisih dua atau lebih
disebut sudut majemuk. Hal dasar ini menghasilkan identitas
trigonometri seperti yang diberikan oleh Teorema 5.10.

Teorema 5.10 (NCERT, 2006)Berikut ini beberapa formula
untuk fungsi trigonometri
a. Identitas Dasar
cos? (0) +sin? (8) =1
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1+ tan? (8) = sec? (0)
1+ cot? () = csc? (6)

b. Penjumlahan
cos (A+ B) = cos (A)cos (B) —sin (A) sin (B)
sin (A + B) = sin (4) cos (B) + cos (A) sin (B)
c. Sudut ganda
cos (26) = cos? (8) — sin? (0)
sin (260) = 2sin (0) cos (0)
d. Setengah sudut

1+ cos (26
cos? () = %

1 —cos (26
sin? (0) = %

e. Hukum cos
c? = a® + b? — 2ab cos ()

5.5. Fungsi Siklometri dan Grafiknya

Kita telah mempelajari fungsi dasar trigonometri pada
sebbab sebelumnya. Kita lihat bahwa fungsi-fungsi tersebut
bukan fungsi satu ke satu, namun kita bisa buat demikian
apabila kita membatasi domain dari keenam fungsi dasar
trigonometri tersebut, yang disajikan dalam Tabel 5.2.

Tabel 5.2 Pembatasan Domain Fungsi Trigonometri

Fungsi Trigonometri Domain Codomain
. T T
y = sin (x) [_E'E [—1,1]
y = cos (x) [0, ] [—1,1]
T T
y = tan (x) 33 (—o0, )
T i3
= csc (x _= - —o0o0,—1|{U[1,0
y (x) [ 2,0)u(0,2 ( 1U[1,00)
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Fungsi Trigonometri Domain Codomain

y=sec@ | [035)u(5.1] | (e-11U[L,0)

y = cot (x) (0,m) (=00, 0)

(Sumber: Penulis, 2023)

Alasan perlunya pembatasan domain fungsi trigonometri adalah
untuk melengkapi syarat agar suatu fungsi bisa memiliki invers.
Dengan demikian, keenam fungsi dasar trigonometri memiliki
invers atau disebut sebagai fungsi siklometri yakni:

sin~! (x) = arcsin(x) csc™! (x) = arcesc(x)
cos™! (x) = arccos(x) sec™! (x) = arcsec(x)
tan™! (x) = arctan(x) cot™! (x) = arccot(x)

Catat bahwa notasi pangkat -1 adalah untuk menyatakan invers,
1

cos(x)’

bukan kebalikan seperti (cos(x))_1 =

5.5.1. Fungsi Siklometri untuk Sin dan Cos (Arcsin dan
Arccos)

Fungsi arcsin dibaca arkus sin dan arccos dibaca arkus cos,
didefinisikan sebagi fungsi yang memiliki nilai berupa sudut
yang ada pada domain fungsi sin dan cos yang telah kita batasi
pada Tabel 5.2.

Definisi 5.11 Nilai fungsi siklometri untuk sin dan cos (arcsin dan
arccos) didefinisikan sebagai

y = sin~! (x) adalah bilangan pada [—g,g] dengan x = sin (y)
y = cos™ ! (x) adalah bilangan pada [0, ] dengan x = cos (y)

Grafik untuk fungsi siklometri sin dan cos dapat kita lihat pada
Gambar 5.10
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Y=80"(x) \ 370057 ()

»

Gambar 5.10 Grafik Fungsi Siklometri Sin dan Cos

(Sumber: Pribadi, 2023)
5.5.2. Fungsi Siklometri untuk Tan, Cot, Sec, dan Csc

Sama halnya seperti fungsi siklometri untuk sin dan cos,
fungsi siklometri tan, cot, sec, dan csc juga memiliki nilai berupa
sudut (dalam radian) yang ada pada domain masing fungsi
sebagai berikut.

Definisi 5.12 (Thomas et al., 2017)Nilai fungsi siklometri untuk
tan, cot, sec, dan csc didefinisikan sebagai

y = tan~1(x) adalah bilangan pada [—gg] dengan x = tan (y)
y = cot™(x) adalah bilangan pada (0, ) dengan x = cot (y)
y = sec™1(x) adalah bilangan pada [O, g) U (gn]

dengan x = sec (y)

y = csc” ! (x) adalah bilangan pada [—g, O) U (O, g]

dengan x = csc (y)
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Grafik untuk fungsi siklometri tan, cot, sec, dan csc dapat kita
lihat pada Gambar 5.8

S:tm"(K) |

/ Y=sec (x) gacsC'ed) \

Gambar 5.11 Grafik Fungsi Siklometri Tan, Cot, Sec, dan Csc

(Sumber: Pribadi, 2023)

Teorema 5.13(Thomas et al., 2017) Identitas fungsi siklometri
a. cos”(x) +cosTi(—x) =7
b. sin"1(x) + cos71(x) =

c. cot™}(x) +tan"1(x) =

vianjan|a

d. csc™1(x) +sec (x) =

Fungsi transenden yang kita bahas pada bab ini memiliki
manfaat yang sangat besar dan saling berkaitan satu sama lain.
Fungsi siklometri bisa memberikan kemudahan dalam
pencarian turunan dan antiturunan yang muncul dalam
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pencarian solusi dari persamaan diferensial. Namun, pada bab
ini tidak mengkaji detail proses pencariannya.
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BAB 6
INTUISI LIMIT

Oleh Enos Lolang, S.Si., M.Pd.

6.1. Pendahuluan

6.1.1. Definisi Intuisi Limit

4(t*-4)
t-2
menyatakan kecepatan rata-rata sesuai Persamaan (2).
Misalkan kita ingin mengetahui g(t) menghampiri nilai tertentu
pada saat t menghampiri 2. Jika diambil barisan bilangan nilai-
nilai t menghampiri 2 dari kanan (¢t > 2), terlihat bahwa
ternyata g(t) menghampiri 16. Demikian juga jika dipilih
barisan nilai-nilai t yang menghampiri 2 dari kiri (t < 2), maka

akan diperoleh nilai-nilai seperti diperlihatkan pada Tabel 6.1.

Suatu fungsi yang dinyatakan dengan g(t) =

Tabel 6.1 Kecepatan rata-rata untuk t menghampiri 2 dari kiri

t 1,5 1,9 1,99 | 1,999 | 1,9999

g 14 15,6 | 15,96 | 15,996 | 15,9996

(Sumber: Penulis, 2023)

Terlihat pada Tabel 6.1 bahwa g(t) menghampiri 16 pada
saat t menghampiri 2 dari kanan maupun kiri. Pada situasi
seperti ini dikatakan bahwa untuk t menghampiri 2, limit g(t)
adalah 16 dan dituliskan

89



4(t*—4)

16
t—2

iy g0) = lny
Grafik fungsi g yang pada Gambar 1 mengkonfirmasi hal ini.
Perhatikan bahwa angka 2 tidak terletak di dalam domain
g- Karena itu (2, 16) tidak ada dalam grafik g yang digambarkan
dengan lingkaran terbuka pada grafik. Perhatikan juga bahwa
ada atau tidak adanya g(t) pada titik t = 2 tidak mempengaruhi
apapun dalam perhitungan limit yang kita lakukan.

%
1l

\

N |

——h e e — i

AN

t—-

/{. !"'.'

Gambar 6.1 Jika t Menghampiri 2, Maka g(t) Menghampiri 16.
(Sumber: Penulis, 2023)

-
|
-1

Definisi 1. Limit Fungsi pada Suatu Bilangan

Jika f adalah fungsi yang terdefinisi dalam suatu interval
terbuka yang meliputi a tetapi mungkin tidak termasuk a itu
sendiri, maka limit f(x) ketika x menghampiri nilai a sama
dengan L,

lim f(x) =1L (1)
xX—a
jika f(x) dapat dibuat sedekat mungkin dengan L dengan
memilih x sedekat mungkin dengan a.

Contoh 1. Gunakan grafik fungsi f yang ditunjukkan pada
Gambar 2 untuk mencari limit yang ditanyakan, jika limit
tersebut ada.
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Gambar 6.2 Grafik fungsi f
(Sumber: Tan, 2010)

a) lim f(x) b)limf(x)  ¢) lim f(x)
d) lim £ (x) e) lim f(x)

Jawab

a)

b)

d)

Nilai f dapat dibuat sedekat mungkin dengan 2 jika dipilih x
menghampiri 1. Jadi lirr} f(x) = 2.
X

Nilai f dapat dibuat sedekat mungkin dengan 3 jika dipilih x
menghampiri 3. Jadi lirr; f(x) = 3. Perhatikan bahwa f(3) =
xX—

1 tetapi nilai ini tidak ada termasuk dalam grafik fungsi.

Bagaimanapun x menghampiri 5, ada nilai-nilai yang f
menghampiri 1 (jikax <5) dan ada nilai f yang
menghampiri 4 (jika x > 5). Dengan kata lain tidak ada nilai
tunggal dari f(x) untuk x menghampiri 5. Karena itu
chi_r)ré f(x) tidak ada. Perhatikan bahwa f(5) = 1. Tetapi hal

ini tidak ada hubungan dengan ada atau tidak adanya limit
lim £ (x).

x-5

Bagaimanapun x menghampiri 7, ada nilai f yang
menghampiri 2 (pada saat x < 7) dan ada pula nilai f yang
menghampiri 4 (pada saat x > 7). Jadi dalam hal ini,
chi_r)r; f(x) tidak ada. Dapat dilihat bahwa x = 7 tidak terdapat

dalam domain f tetapi masalah ini tidak mempengaruhi
jawaban yang diperoleh.

Pada saat x menghampiri 10 dari sisi kanan, f(x) meningkat
tanpa batas. Karena itu f(x) tidak dapat menghampiri nilai
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tertentu untuk x menghampiri 10, dan liI{lO f(x) tidak ada.
X—
Dapat dilihat bahwa f(10) =1, tetapi fakta ini tidak
mempengaruhi nilai limit.
Contoh 2. Hitunglah lirr% f(x) jika limit tersebut ada, dimana f
x—

adalah fungsi yang didefinisikan:

_ (4x+8 jikax # 2
f(x)_{zL jikax = 2

Gambar 6.3 Grafik fungsi fberimpit dengan fungsi g, kecuali pada
titik x = 2.
(Sumber: Penulis, 2023)

Jawab

Berdasarkan grafik fungsi f pada Gambar.6.3, dapat dilihat
bahwa lirr21 f(x) = 16.]Jika fungsi f dibandingkan dengan fungsi
X

g (Gambar. 6.1 dan Gambar. 6.3) jelas bahwa kedua fungsi
memiliki nilai yang sama kecuali pada titik x = 2. Artinya,
lirr%f(x) = lirr% g(x).Kedua grafik fungsi ini bernilai sama di
X X—

semua titik kecuali di x = 2 dapat dipahami karena:

4(x2% — 4
g(x) —(;C_Z)
_ 4(x—2)(x+2)=4(x+2)
X —2
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dengan asumsi x # 2 yang ekivalen dengan ketentuan definisi f
untuk x # 2.

6.1.2. Definisi Formal Limit

Asumsikan fungsi f terdefinisi untuk semua x di sekitar a,
kecuali mungkin pada titik a itu sendiri. Perhatikan bahwa
lim f(x) = L berarti f(x) cukup dekat dengan L untuk semua x
xX—a

yang cukup dekat tetapi tidak sama dengan a. Menurut definisi

ini jarak f(x) dengan L adalah |f(x) — L| dan jarak x dengan a

adalah |x — al. Jadi lim f(x) =L jika |f(x) — L| dapat dibuat
x—a

cukup kecil untuk sembarang x # a, dengan |x — a| cukup kecil.

Sebagai contoh, jika diinginkan |f(x) — L| lebih kecil dari
0,1 maka harus ditentukan suatu bilangan § > 0 sedemikian
sehingga |f(x) — L| < 0,1 untuk |[x — a| < § dan x # a. Atau jika
diinginkan f(x) lebih kecil dari 0,001, maka harus ditemukan
bilangan § > 0 yang lain sehingga |f(x) — L| < 0,001 untuk 0 <
|x —al < &. Agar limit yang dimaksud ada, maka untuk
sembarang ¢ > 0, selalu dapat ditemukan § > 0 sehingga
|f(x) —L| < euntuk 0 < |[x —a| < 6.

Contoh 3. Menetukan nilai-nilai § dari grafik. Gambar 6.4
memperlihatkan  grafik suatu fungsi linier f dengan
lirr31 f(x) = 5.Untuk setiap nilai € > 0, tentukanlah nilai § > 0
x—
yang memenuhi |f(x) — 5| < gjika 0 < [x — 3| < é.

1

a. ¢=1 b.e ==
2

Jawab.

a. Untuk € = 1, diperlukan |f(x) — 5| < 1, yang berarti f(x)
terletak di antara 4 dan 6. Untuk menentukan nilai § yang
sesuai, kita menggambarkan garis horisontal y =4 dany =
6 (Gambar 6.4a). Kemudian kita menggambar garis vertikal
yang melalui titik-titik perpotongan antara garis horisongtal
dengan grafik fungsi f (Gambar 6.4b). Dapat dilihat bahwa
garis-garis vertikal memotong sumbu x di titikx = 1 dan
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x = 5. Perhatikan bahwa |f(x) — 5| < 1 pada sumbu y jika x
berada di antara 0 < |x — 3| < 2 pada sumbu x. Jadi untuk
e =1, kita dapat memilih § = 2 atau sembarang bilangan
positif lainnya yang lebih kecil.

Gambar . 6.4 lin31 f(x) = 5.
X—

(Sumber: Briggs, etal, 2019)

Untuk € = % kita menginginkan |f(x) — 5| < % dengan kata
lain f(x) berada di antara 4,5 dan 5,5. Sebagaimana halnya
dengan (a), dapat dilihat bahwa |f(x) — 5| < %pada sumby y
(Gambar 5a) jikax < |x — 3| < (Gambar 5b). Jadi untuk
£= % dapat dipilih § = 1 atau sembarang bilangan positif
lainnya yang lebih kecil.



TR Y

Gambar. 6.5 Grafik fungsi |f(x) — 5| <3

(Sumber: Briggs, Cochran, Gillet, et al.,, 2019)

Gambar 6.5 memperlihatkan fungsi linier, tetapi dapat

digunakan untuk menjelaskan definisi formal limit dari suatu

fungsi. Secara umum lim f(x) = L berarti bahwa untuk
xX—-a

sembarang bilangan ¢ positif, terdapat bilangan positif lainnya,
yaitu &, sehingga |f(x) —L| < ¢ jika 0 < |x —a| < 6. Tujuan
semua pembuktian limit adalah menemukan hubungan antara ¢
dan §. Hubungan ini berlaku untuk semua nilai ¢ positif.

£

Gambar. 6.6 Jika0 < |[x —a| < dmaka |[f(x) — L| < &€
(Sumber: Briggs, Cochran, Gillet, et al,, 2019)
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Definisi 2. Asumsikan f(x) terdefinisi untuk semua x dalam
suatu interval terbuka yang meliputi a, kecuali mungkin pada
nilai a itu sendiri. Limit dari f(x) ketika x menghampiri a adalah
L, dan dituliskan

lim f(x) =L,
x—-a

jika untuk sembarang bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan § > 0
yang sesuai, sehingga |f(x) —L| < ejika0 < |x —a| < & (Tan,
2010; Guichard, 2017; Adams and Essex, 2018; Briggs et al,
2019; Hass et al., 2020; Stewart, Clegg and Watson, 2021).

Contoh 4. Mencari 6 jika nilai € diketahui dengan menggunakan
grafik.

Misalkan f(x) = x® — 6x% — 5, tunjukkan bahwa lirr% f(x)=3
X—

untuk nilai € yang diberikan. Gunakan grafik fungsi untuk
mencari nilai § > 0 sehingga |f(x) — 3| < e€jika0 < |x — 2| < 6.
a.e=1 b. £ = %

Jawab

a. Syarat |f(x) —3| < & =1 mengimplikasikan bahwa f(x)
terletak di antara 2 dan 4. Dengan menggunakan grafik,
dapat dilukiskan garis y = 2 dany = 4 (Gambar 7). Garis-
garis ini memotong grafik fungsi f di titikx = 1 dan x = 3.
Dengan menggambarkan garis-garis vertikal pada x = 1 dan
x = 3, dapat dilihat bahwa fungsi |f(x) —3| < 1 jika 0 <
|x — 2| < 1 pada sumbu x (Gambar 7). Jadi, dengan ¢ = 1,
dapat diplih sembarang § dengan 0 < § < 1.
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at

Gambar. 6.7 |[f(x) - 3| <e=1

(Sumber: Briggs et al., 2019)

Syarat [f(x) —3| < e = % menyatakan
di antara 2,5 dan 3,5 pada sumbu y.

bahwa f(x) terletak
Dapat dilihat bahwa

garis-garis mendatar y = 2,5 dan y = 3,5 memotong grafik

fungsi fpada titikx = 1,21 dan x = 2,

79 (Gambar 8). Jika

0 < |x — 2| < 0,79 pada sumbu x, maka |f(x) — 3| < %pada

sumbu y. Karena itu, dengan € = % dapat dipilih sembarang &

dalam domain 0 < § < 0,79.

[l = o] =T

Gambar.6.8 [f(x) — 3| <&e=-

(Sumber: Briggs et al., 2019)

1
2
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Langkah ini dapat diulangi untuk nilai € > 0 yang lebih kecil lagi.
Untuk setiap nilai ¢, terdapat nilai § yang sesuai, menunjukkan
bahwa limit tersebut ada.

6.2. Teorema-Teorema Limit

Limit bersifat unik. Jika lim f(x) = L dan lim f(x) = M
xX—a x—-a

maka L = M (Salas, Hille and Etgen, 2007; Adams and Essex,
2018). Meskipun fungsi f hanya memiliki satu nilai limit pada
satu titik tertentu, beberapa fungsi memiliki nilai limit yang
berbeda pada titik tertentu juga.

Teorema 1. Limit Dasar

Misalkan a dan k adalah bilangan-bilangan real dan n adalah

bilangan bulat positif.

1. limk=k 2. limx=a 3. limx™ =a"
x-a x—-a x—-a

Bukti.

Pembuktian Sifat 2 dalam Teorema 1, harus ditunjukkan bahwa
untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sehingga |x — a| < €jika 0 <
|x —a| < & (Gambar 9). Untuk itu, dipilih § = €. Ketidaksamaan
kedua menyatakan ketidaksamaan pertama.

F .|"[.ﬂ|-'r'

i+ E

-

fi

o e e e AN

a
Gambar.69 |[x —a| < €jika0 < [x —a| < &
(Sumber: Briggs, Cochran, Gillett, etal.,, 2019)
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Teorema 2. Sifat-Sifat Limit

Misalkan a dan k adalah bilangan-bilangan real, n adalah
bilangan bulat positif, serta f dan g masing-masing adalah
fungsi-fungsi dengan limit di bawah ini (Larson and Edwards,
2012):

lim f(x) = L dan lim g(x) = K

xX—a x—a

Maka:

1. Perkalian skalar lim[kf(x)] = kL
xXxX—a

2. Jumlah atau selisih lim[f(x) £+ g(x)] =

xXxX—a
L+K

3. Perkalian lim[f(x)g(x)] = LK
xXxX—a

4. Pembagian lim@ = £; K#0
x—»adx) K

5. Pangkat lim[f()]* = L"
xX—-a

Contoh 5. Limit Polinomial. Carilah lirr% (4x% + 3)
X—

Jawab

lim(4x? + 3) = lim 4x? + lim 3 (Sifat 2)
xX—2 xX—2 xX—2
— . 2 . .
=4 (chl_r)r% X ) + chl_r)r% 3 (Sifat 1)
=422 +3 (Teorema 1)
=19 (Penyederhanaan)

Pada Contoh 5, limit x — 2 dari fungsi polinomial p(x) = 4x2 +
3 menyatakan nilai p pada titik x = 2.

}}E} p(x) =p(2) =4(2*)+3=19
Sifat subtitusi langsung seperti ini berlaku untuk semua fungsi
polinomial dan fungsi rasional yang bilangan pembaginya tidak
sama dengan nol.

Teorema 3. Limit Fungsi Polinomial dan Rasional

Jika p adalah suatu fungsi polinomial dan a adalah bilangan real,
maka
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lim p(x) = p(a)
Jika r adalah suatu fungsi rasional yang dinyatakan dengan
r(x) = % dan a adalah suatu bilangan real sedemikian
sehingga q(a) # 0, maka
p(a)

9lci_r>13 r(x) =r(a) = m

X% 4+x+2

Contoh 6. Limit Fungsi Rasional. Carilah lim .
x-1 Xx+1

Jawab
Karena faktor penyebut tidak sama dengan 0 pada saatx =1,
maka dengan menerapkan Teorema 3, akan diperoleh

. X%4x+2 174142
lim = Teorema 3
x—-1 x+1 1+1
4
=-= 2 Penyederhanaan

Teorema 4. Limit Fungsi Akar

Misalkan n adalah suatu bilangan bulat positif. Limit-limit di
bawabh ini berlaku untuk semua a jika n ganjil dan berlaku untuk

a > 0jika n genap.
lim ¥/x = Va

xX—-a

Teorema 5. Limit Fungsi Komposisi

Jika f dan g adalah fungsi-fungsi sedemikian sehingga
limg(x) =L dan lirrz f(x)=f(L), maka lim f(g(x)) =
x—-a xX— x—-a

f (lim g(0)) = ).

Contoh 7. Limit Fungsi Komposisi. Carilah masing-masing limit
berikut.

a. limVx2 +4 b. lim V2x2 — 10

x—0 x-3
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Jawab
a. Misalkan g(x) = x? + 4 dan f(x) = Vx.
Karena lirr(l)g(x) = lirré(x2 +4)=02+4=4 dan
x— x—
lirr}}f(x) = lirrix/z =14 =2 maka menurut Teorema 5,
xX— xX—

lirr(l)\/x2 +4= /lirré(x2 +4) =V4=2.
xX— xX—

b. Misalkan g(x) = 2x% — 10 dan f(x) = Vx.
Karena lin% glx) = lin%(2x2 —10)=2(3%)-10=8 dan
X— xX—

liné Vx=38=2, maka menurut Teorema 5,
X—

lin; V2x2 —10 = i/ling(sz —10) = V8 =
xX— xX—

Teorema 6. Limit fungsi yang berlaku pada semua, kecuali
satu titik

Misalkan a adalah bilangan real dan f(x) = g(x) untuk semua
x # a pada suatu interval terbuka yang meliputi a.]Jika limit
g(x) pada saat x menghampiri a ada, maka limit f(x) juga ada
dan

liln flx) = li_r)n gx)

-1

Contoh 8. Mencari limit suatu fungsi. Carilah lim= )
x—-1 X—

Jawab

Misalkan f(x) ——11)) Kemudian dengan memfaktorkan

pembilang, fungsi f(x) dapat dituliskan menjadi f(x) =

(x— 1)(x +x+1)
(x-1)

x kecuali x = 1, fungsi f sama dengan g seperti diperlihatkan

pada Gambar 10. Karena )lcl_r)r% g(x) ada, maka dapat disimpulkan

=x%2+4+x+ 1= g(x),x # 1.]adi, untuk semua nilai
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berdasarkan Teorema 6 bahwa f dan g memiliki nilai limit yang
sama di titik x = 1.

3_ _ 2
lin} ’;—11 = lirr% w Faktorisasi, Membagi faktor
X— - X— -

yang sama
= lin}(x2 +x+1) Teorema 6
x—

=12+1+1 Subtitusi langsung
=3 Penyederhanaan

\ 1/ \ 1/

Gambar 6.10 Fungsi f = g kecuali pada titik x = 1
(Sumber: Larson and Edwards, 2012)

Teorema 7. Teorema Apit
Jika h(x) < f(x) < g(x) untuk semua x dalam interval tertutup

yang meuat a kecuali mungkin pada titik a itu sendiri, dan jika
lim h(x) = L = lim g(x) maka f(x) ada dan sama dengan L.
xX—a xX—a

Teorema Apit akan dijabarkan lebih lanjut pada Bab 7 tentang
limit sepihak.

Teorema 8. Eksistensi Limit
Misalkan f adalah suatu fungsi, serta a dan L masing-masing
merupakan bilangan real. Limit f(x) pada saat x menghampiri a
adalah L jika dan hanya jika

lim f(x) = Ldan lim f(x) = L.

x—a~ x—-at
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Limit ini disebut limit kiri dan limit kanan, yang akan dijelaskan
lebih lanjut pada Bab 7 tentang limit sepihak.

Teorema 9. Sifat Kontinuitas

Jika k adalah bilangan real dan f dan g kontinu di titikx = q,
maka fungsi-fungsi berikut ini juga kontinu di titik a tersebut.

1. Perkalian skalar kf

2. Jumlah dan selisih ftg

3. Perkalian fg

4. Pembagian 5, jikag(a) #0

Sifat-sifat kontinuitas akan dijelaskan lebih lanjut pada Bab 8
tentang kekontinuan.

Teorema 10. Kontinuitas Fungsi Komposisi

Jika fungsi g kontinu di titik a dan jika f kontinua pada g(a)
maka fungsi komposisi yang dinyatakan dengan (f o g)(x) =
f(g (x)) juga kontinu di a.

Bukti.

Menurut definisi kontinuitas, lim g(x) = g(a) dan lim f(x) =
x-a x-g(a)

f(g(a)). Kemudian dengan menggunakan Teorema 5 dimana

L=g(a) akan didapatkan lim f(g(x)) =f (lim g(x)) =

xX—a X—a

f(g(a)). Jadi, (f e g) = f(g(x)) kontinu di a.

Teorema 11. Teorema Nilai Tengah

Jika f kontinu pada interval tertutup [a,b], f(a) # f(b),dan k

adalah sembarang bilangan antara f(a) dan f(b), maka terdapat

sitidak-tidaknya satu bilangan ¢ di dalam [a, b] sedemikian
sehingga f(c) = k.
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Teorema Nilai Tengah menyatakan bahwa setidak-
tidaknya terdapat satu bilangan c, tetapi tidak memberikan
suatu metode untuk menemukan nilai c. Teorema ini dinamakan
teorema eksistensi. Dengan merujuk buku teks tentang Kalkulus
Lanjut, dapat diketahui bahwa bukti teorema ini didasarkan
pada sifat kelengkapan bilangan real. Teorema Nilai Tengah
menyatakan bahwa untuk suatu fungsi f yang kontinu, jika nilai
x dipilih antara a dan b, maka f(x) pasti dapat diperoleh pada
semua nilai antara f (a) dan f(b).

Teorema Nilai Tengah menjamin eksistensi dari setidak-
tidaknya satu bilangan c di dalam interval tertutup [a, b]. Hal ini
berarti ada kemungkinan terdapat lebih dari satu bilangan ¢
sedemikian sehingga f(c) = k sebagaimana diperlihatkan pada
Gambar 11. Fungsi yang tidak kontinu tidak harus memenubhi
sifat nilai tengah. Misalnya, grafik pada Gambar 12. Loncatan
terjadi pada garis horisontal y = k dan untuk fungsi ini tidak
terdapat nilai ¢ di dalam interval [a, b] sedemikian sehingga

f(c) =k.

Gambar. 6.11 Fungsi f kontinu pada [a, b].
Terdapat tiga nilai ¢ sehingga f(c) = k.

(Sumber: Larson and Edwards, 2012)
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[ }e

o II.I
Gambar 6.12 Fungsi f tidak kontinus pada interval [a, b].
Tidak ada ¢ sedemikian sehingga f(c) = k.
(Sumber: Larson and Edwards, 012)

Teorema Nilai Tengah sering digunakan untuk
menentukan letak nilai nola dari suatu fungsi yang kontinu pada
suatu interval tertutup. Jika f kontinu pada [a, b] serta f(a) dan
f(b) berbeda tanda, maka Teorema Nilai Tengah memastikan
eksistensi setidaknya terdapat satu nilai yang membuat fungsi f
sama dengan nol di dalam interval tadi.

Teorema 12. Asimptot Vertikal

Misalkan f dan g adalah fungsi-fungsi yang kontinu dalam
interval terbuka yang memuat a. Jika f(a) # 0, g(a) = 0, dan
terdapat suatu interval terbuka yang membuat a sedemikian

sehingga g(x) # 0 untuk semua x # a dalam interval tersebut,

maka grafik fungsi h(x) = ;E—g memiliki asimptot vertikal x = a.

Teorema 13. Sifat-Sifat Limit Tak-hingga

Misalkan a dan L adalah bilangan-bilangan real dan fungsi-
fungsi f dan g adalah lim f(x) = oo dan lim g(x) = L, maka
X—a X—a
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Jumlah atau selisih lim[f(x) + g(x)] = o
xX—a

2. Perkalian lim[f(x)g(x)] =, L>0
xXx—a
lim[f(x)g(x)] = -, L <O
xXx—a

3. Pembagian lim 22 = ¢

x—a f(x)
Sifat yang sama berlaku untuk limit satu pihak dan juga untuk

limit f(x) pada saat x menghampiri a yang tak-hingga.

Bukti.

Untuk membuktikan bahwa limit f(x) + g(x) tak-hingga, dipilih
M >0 kemudian mencari & >0 sedemikian sehinggga
[f(x) + g(x)] > M jika0 < |x — a| < 6. Untuk penyederhanaan
kasus, asumsikan bahwa L positif. Misalkan M; = M + 1. Karena
limit f(x) tak-hingga, maka terdapat §; sedemikian sehingga
f(x) > M, pada saat 0 < |x — a| < §;. Demikian juga, karena
limit g(x) =L, maka terdapat &, sedemikian sehingga
lg(x) — L] <1 Kketika 0 < |x —a| <&d,. Dengan memilih §
sebagai bilangan yang terkecil dari §; dan é,, dapat disimpulkan
bahwa 0 < |[x —a| < § berarti f(x) > M + 1dan |g(x) — L| < 1.
Ketidaksamaan yang kedua ini menyatakan bahwa g(x) > L — 1.
Dengan menambahkannya ke ketidaksamaan pertama,
diperoleh f(x) +g(x)>M+1)+ (L —-1)=M+ L > M. Jadi,
lim[f(x) + g(x)] = .

Contoh 9. Menentukan limit tak-hingga.
Carilah nilai limit-limit berikut:

. 1 ) x2+1
a. }Cl_r)r(l) (1 + x_Z) b. lenlq_ oD

Jawab
a. Karena lim1 =1 dan limi2 = oo, maka lim (1 + iz) =00
x—0 x->0X x—0 X
berdasarkan Sifat 1 Teorema 13.
b. Karena lir?_(xz + 1) = 2 dan lir?_[l/(x —1)] = —», maka
X— xX—
x2+41

berdasarkan Sifat 3 Theorema 13, lim =0
x-1~ 1/(x-1)
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6.3. Limitdi Tak-hingga dan Limit Takhingga.

6.3.1. Limit di Tak-hingga

Untuk memahami limit di takhingga, kita akan mulai
dengan menyelidiki karakteristik fungsi f yang didefinisikan

x%—

dengan f(x) = 1 dengan nilai x semakin naik. Tabel 6.2

x2+
memperlihatkan nilai fungsi tersebut sampai enam desimal
(Stewart, 2016b).

Grafik fungsi untuk nilai-nilai dari Tabel 6.2 diperlihatkan
pada Gambar 6.13 yang dibuat secara online dengan bantuan

kalkulator grafik online (https://www.desmos.com/calculator).

Tabel 6.2 Nilai Fungsi
X f(x)
0 -1
t1 0

12 0,600000

+3 0,800000

+4 0,882353

+5 0,923077

+10 0,980198

+50 0,999200

+100 0,999800

+1000 0,999998

(Sumber: Penulis, 2023)
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Gambar 6.13 Limit di tak-hingga

(Sumber: Desmos.com)

Pada saat nilai x semakin besar, f(x) semakin menghampiri 1.
Gambar 13, memperlihatkan bahwa grafik f menghampiri garis
horisontal y = 1 di sebelah kanan maupun kiri. Faktanya kita
dapat membuat nilai f(x) semakin menghampiri 1 dengan
memilih nilai-nilai x semakin besar. Keadaan ini dapat
dinyatakan secara simbolik dengan menuliskan:

. x2 -1
x1—>r2>x2+1_

Secara umum, digunakan notasi
lim f(x) =1L
n—->00

untuk  menunjukkan bahwa nilai-nilai f(x) semakin
menghampiri L ketika x semakin besar.

Definisi 3. Intuisi limit di takhinga.

Jika f adalah suatu fungsi yang terdefinisi pada suatu interval
(a, ), maka

lim f(x) =1L

n—oo
menyatakan bahwa nilai-nilai f(x) dapat dibuat menghampiri L
dengan membuat nilai x cukup besar (Stewart, 2016a).
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-
Gambar 6.14 Ilustrasi lim f(x) = L
n—-oo

(Sumber: Penulis, 2023)

Dalam penjelasan ini, simbol oo tidak menyatakan suatu bilangan
(Stewart, 2016a, 2016b). Namun demikian, lim f(x) = L dapat
n—-oo

diinterpretasikan: “limit fungsi f(x) ketika nilai x menghampiri
tak hingga, adalah L.”

Pengertian dari ungkapan-ungkapan tersebut termuat di
dalam Definisi 3. Ilustrasi geometris untuk Definisi 3
diperlihatkan pada Gambar 14. Perhatikan bahwa ada banyak
cara grafik f menghampiri garis y = L yang dinamakan asimptot
datar.

Kembali ke Gambar 13, dapat dilihat bahwa untuk nilai-nilai
negatif x yang besar, nilai-nilai f(x) akan menghampiri 1.
Dengan mengatur sedemikian sehingga nilai x negatif turun
tanpa batas, maka kita dapat membuat f(x) menghampiri 1. Hal
ini dapat ditulis:

ox?2—1
x1—>n010 x2+1

Definisi 4.
Misalkan f adalah suatu fungsi yang terdefinisi pada suatu
interval (—oo,a). Maka

Jim, 1) =1

mengandung pengertian bahwa nilai-nilai f(x) dapat dibuat
menghampiri L dengan cara mengatur nilai x negatif yang cukup
besar.
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Definisi 5.
Garis y = L disebut asimptot datar dari kurva f = f(x) jika

lim f(x) = Latau lim f(x) =1L
X—00 X—>—00

Sebagai contoh, kurva yang digambarkan pada Gambar 6.13
menunjukkan garis fungsi y = 1 sebagai asimptot datar karena

x2 -1

li =1
nl—rLloxz +1

Contoh 10. Carilah limit tak-hingga, limit di tak hingga, dan
asimptot dari f yang grafiknya diperlihatkan pada Gambar 15.

Gambar. 6.15 Grafik limit di tak hingga, dan asimptot dari f
(Sumber: Hass et al.,, 2020)

Jawab

Pada Gambar 6.15 dapat dilihat bahwa nilai-nilai f (x) semakin
besar apabila x = —1 dari kiri maupun kanan. Karena itu,

A Sl =0

Terlihat juga pada Gambar 6.15 bahwa f (x) menghampiri nilai
negatif yang besar pada saat x menghampiri 2 dari Kkiri, tetapi
pada saat yang sama akan menghampiri nilai posisitf yang besar
untuk x menghampiri 2 dari kanan. Jadj,
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lim f(x) = —oodan llm f(x) =00

X2~
Artinya, garis x = —1 dan x = 2 kedua-duanya merupakan
asimptot tegak.

Demikian juga, pada saat nilai x bertambah besar, terlihat bahwa
f(x) menghampiri 4. Tetapi pada saat nilai x turun sampai
negatif, f(x) menghampiri 2. Jadi,

lim f(x) =4dan lim f(x)=2
X—00 X——00

Hal ini berartiy = 4 dan y = 2 kedua-duanya adalah asimptot
datar.

Contoh 11. Carilah lim = dan lim l.

x—co X xX—>—o0 X

Jawab
Perhatikan bahwa ketika nilai x cukup besar, i bernilai kecil.
Misalnya,

E = 0,01 0000 = =0,0001 1.00(1).000 = 0,000001

Faktanya, dengan memilih x cukup besar, kita dapat membuati
sedekat mungkin dengan 0. Karena itu,
1

lim—-=20

xX—0o X
Dengan alasan yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk —x
yang besar, nilai i menjadi nilai negatif yang kecil. Jadi diperoleh
juga

lim —=0
X—>—00 X
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Sebagai akibatnya, garis y = 0 (yaitu sumbu x) merupakan
asimptot datar dari kurvay = i Persamaan ini merupakan

persamaan hiperbola ekuilateral.

Pada umumnya teorema-teorema limit yang telah disebutkan
sebelumnya, berlaku juga untuk limit-limit di tak hingga. Dapat
dibuktikan bahwa teorema-teorema limit tersebut juga berlaku
jika "x — a" diganti dengan "x — " atau "x—-00." Jika Kkita
menggabungkan Teorema 3 dan Teorema 13(3), diperoleh
aturan penting dalam menghitung limit seperti di bawah ini.

Teorema 14. Jika r > 0 merupakan bilangan rasional, maka
=0
Jika r > 0 merupakan bilangan rasional sedemikian sehingga

x"terdefinisi untuk semua r, maka

li L 0
x—1>r—noo x7 -

6.3.2. Definisi Formal Limit di Takhingga

Definisi 6. Misalkan f adalah suatu fungsi yang terdefinisi
dalam interval terbuka (a, ), maka

lim f(x) =L

Jika untuk setiap € >0, terdapat satu bilangan N >0
sedemikian sehingga jika x > N maka |f(x) — L| < €.

Definisi ini menjelaskan bahwa nilai f(x) dapat dibuat
sedekat mungkin dengan L dengan jarak &, dengan cara
membuat x cukup besar (lebih besar dari N dan N bergantung
pada nilai €) dimana € adalah sembarang bilangan positif. Pada
Gambar 16, dapat dilihat bahwa dengan membuat nilai x besar
(lebih besar dari N) kita dapat membuat fungsi f di antara garis
mendatar y = L —e dany = L + ¢, sekecil apapun nilai € yang
dipilih.
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e v bl i

Gambar. 6.16 lim f(x) = L

(Sumber: Stewart, Clegg dan Watson, 2021)

Gambar.6.16 memperlihatkan bahwa semakin kecil nilai € yang
dipilih, semakin besar juga nilai N yang diperoleh.

Dengan cara yang sama, definisi formal dari Definisi 2
dijelaskan pada Definisi 7 dan Gambar 6.17.

Definisi 7. Misalkan suatu fungsi terdefinisi pada suatu interval
terbuka (—, a), maka

menyatakan bahwa untuk setiap ¢ > 0 terdapat N yang sesuai
sedemikian sehingga jika x < N maka |f(x)| — L < e.

Gambar. 6.17 lim f(x) =1L
X——00

(Sumber: Stewart, Clegg dan Watson, 2021)

—x—2

2
Contoh 12. Tentukanlah lim 3x2— dan tentukan sifat limit
x—o00 5x“+4x+1

mana yang digunakan pada setiap langkah.
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Jawab

Jika nilai x semakin besar maka pembilang dan penyebut akan
semakin besar juga. Untuk menghitung limit di takhingga dari
semua fungsi rasional, pertama-tama pembilang dan penyebut
masing-masing dibagi dengan x yang berpangkat paling tinggi
yang ada di dalam penyebut. Dalam contoh ini, x yang
berpangkat tertinggi di dalam penyebut adalah x2.

25—
. 3xt-x-2  EEEE 3-1—%
lim ————— = lim — = lim ——%
x>0 5x2 +4x +1  x—co SxTHixtl x—>005-|-§+_2
X
lim (3-2-2
= —"fw( - Xf) (Sifat 5)
lim (5+———2)
X—00 X

lim 3— 11m;—2 lim 12 ]
= o0 woeox " aoeox] (Sifat 1,2,3)

11m 5+4 llm + hm—2
00X

= (Sifat 7 dan Teorema 5)

Contoh 13. Gunakan grafik untuk mencari suatu bilangan N
22 06| < 0,1

sehingga jika x > N maka 5x2+4x+1

Jawab
Ketidaksamaan di atas ditulis kembali menjadi:
3x2—x—2

015<—<0,7
5x2 +4x + 1
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y= [T

y=MR3

e

/_,h'—l.—.'
F= T dr+1

e 15

Gambar. 6.18 Kurva
(Sumber: Penulis, 2023)

il

Kita akan menentukan nilai-nilai x dimana kurva yang
diberikan terletak di antara garis datar y = 0,5dany = 0,7
(Gambar 6.18). Dengan memperhatikan gambar tersebut, dapat
diperkirakan bahwa kurva akan memotong garis y = 5 pada
saat x = 6,7. Pada bagian sebelah kanan dari bilangan ini, dapat
dilihat bahwa kurva tetap berada diantaray = 0,5dany = 0,7.

3x%2—-x-2
——0,6| < 0,1.
5x2+4x+1

Dengan kata lain, untuk € = 0,01 dapat dipilih N =7 atau
bilangan yang lebih besar berdasarkan Definisi 6.

Dapat dikatakan bahwa jika x > 7 maka

6.3.3. Limit Takhingga

Limit fungsi f(x) yang menurun atau naik tanpa batas jika
x menghampiri a dinamakan limit tak hingga. Jika f(x)
menghampiri nilai takhingga (atau negatif takhingga) ketika x
menghampiri a dari kanan atau kiri, maka garis x = a disebut
asimptot vertikal dari grafik f(x). Asimptot vertikal dari f(x)
memenuhi setidak-tidaknya satu dari enam pernyataan di
bawah ini:

a. limf(x) =0 b. lim f(x) =0 lim+f(x) = oo
xoa x-a x-a

d. limf(x) =—c0 e. lim f(x) =—c0 f. lim+f(x) = —o00
x—a x—a xX—a
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Definisi intuisi limit tak hingga dapat dituliskan
lim f(x) = o
xX—a

jika nilai f(x) dibuat sedemikian besar dengan cara membuat x
sedekat mungkin dengan a dari kiri maupun kanan, tetapi tidak
sama dengan a itu sendiri. Dengan cara yang sama juga dapat
dituliskan

lim f(x) = —oo

jika nilai f(x) dibuat sedemikian besar dan negatif, dengan cara
membuat x sedekat mungkin dengan a dari kiri maupun kanan,
tetapi tidak sama dengan a.

6.3.4. Definisi Formal Limit Takhingga

Definisi 8. Jika f adalah fungsi yang terdefinisi pada semua
bilangan real dalam suatu interval terbuka yang memuat a
kecuali mungkin pada titik a itu sendiri, maka pernyataan
}ci—rg f(x) = oo menyatakan bahwa untuk setiap M > 0 terdapat

& > 0 sedemikian sehingga f(x) > M apabila 0 < [x —a| <§.
Demikian pula, pernyataan 3161511 f(x) = —c0 menyatakan bahwa
untuk setiap N < 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga f(x) <
N apabila0 < |x — a| < 6.

Untuk mendefinisikan limit tak-hingga kanan, 0 <
lx —al <& diubah menjadi a<x<a+§6. Untuk
mendefinisikan limit tak-hingga Kiri, 0 < |x — a| < § diubah
menjadia — § < x < a.

6.3.5. Limit Tak Hingga di Tak Hingga

Notasi lim f(x) = o digunakan untuk menunjukkan bahwa
X— 00

nilai f(x) akan bertambah semakin besar jika nilai x semakin
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besar. Pengertian yang sama juga berlaku pada tiga kasus di
bawah ini.

lim f(x) = oo, lim f(x) = —oo,dan lim f(x) = —o0
X—>—00 X—00 X—>—00

Contoh 14. Carilah lim x3 dan lim x3

X—00 X—>—00
Jawab

Jika nilai x semakin besar, x3 juga semakin besar. Sebagai
contoh,

103 = 1000

1003 = 1.000.000
10003 = 1.000.000.000

Dengan kata lain, kita dapat membuat nilai x3 sebesar mungkin
dengan membuat x juga besar. Karena itu dapat dituliskan

lim x3 = oo

X—00

Demikian juga jika nilai x besar dan negatif, x3juga bertambah
besar dan negatif.
lim x3 = —oo

X——00

Pernyataan-pernyataan ini ditunjukkan pada grafik y = x3
dalam Gambar 19.

/
_'. _|III|'
4
/"
Gambar. 6.19 limx3 = oo, lim x3 = —
X—00 xX—>—00

(Sumber: Penulis, 2023)

Contoh 15. Tentukanlah nilai lim(x? — x)
X 00

Jawab
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Banyak mahasiswa melakukan kesalahan dengan menuliskan
penyelesaian sebagai berikut.

lim (x? —x) = lim x? — lim x = o0 — 0
X—00 X—00 X—00
Teorema limit tidak dapat diberlakukan pada limit tak hingga
karena oo bukan merupakan bilangan. Kuantitas oo — oo tidak
dapat didefinisikan, dan tidak dapat disamakan dengan O.
Meskipun demikian, kita dapat menuliskan
lim (x? — x) = lim x(x — 1) = o
X—00 X—00
karena x maupun (x — 1) kedua-duanya bernilai besar maka
perkaliannya juga akan semakin besar.

x%+x

Contoh 16. Tentukanlah lim
X000

Jawab

—-X

Untuk menyelesaikan bentuk seperti ini dalam limit tak hingga,
maka pembilang dan penyebut dibagi dengan x yang pangkatnya
paling tinggi dari penyebut.

5 X X
X%+ x >~ x+1
lim = lim = lim = —0o0
x50 3 —X x—>oo§_£ x—)ooE_l
5 X X X
karenax+1—>00dan;—1—>0—1=—1untukx—>00.

Definisi 9. Misalkan fungsi f terdefinisi pada suatu interval
terbuka (a, ). Maka

lim f(x) = oo

X—>00
menyatakan bahwa untuk setiap bilangan positif M, terdapat

suatu bilangan positif N sedemikian sehingga jika x > N maka
f(x) > M.

Hal yang sama juga berlaku jika simbol co diganti menjadi —oo.
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b

=

0 ]
Gambar. 6.20 lim f(x) = o
X—>00

(Sumber: Penulis, 2023)

6.4. Soal-Soal Latihan

Untuk soal-soal nomor 1-3, gunakan grafik fungsi f untuk
menentukan nilai masing-masing limit.

1

a) lim £(x)
. b lim f@)

¢) lim f(x)

2)

{ ol LB -t
1

a) lim f(x)
b) lim £(x)
Q) lim f()

U

[
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3) | ) )l 00 =2
I b) li_r)r(l) fx) =2
N ) fl_r)r% fx)=1
o limfeo =3
=€) lim f(x) =

¥ i
i 1 ] K} - | L x—4t

Vvit+x—-1

X

4) Carilah lim
x—0

_ 0 jikax =0
5) Misalkan f(x) = {x sini jikax #0
Susunlah tabel nilai-nilai untuk menebak lir51+ f(x),
X—

liI‘(I)‘l_ f(x),dan lil‘% f(x).]elaskan jawaban anda.
X X

6) Jika diketahui lirr;(Zx —5) = 1 carilah § sedemikian
xX—

sehingga |(2x — 5) — 1] < 0,001 apabila0 < |x — 3| < 4.
7) Gunakan definisi € — & (definisi formal limit) untuk
membuktikan bahwa lin%(Sx —-2)=4
X—

8) Hitunglah lim 24560 dan lim 24560
x—00 3(2%)-3% x——o00 3(2%)—3%
4/ 2
9) Carilah asimptot vertikal dari grafik fungsi f(x) = ;z_;l

2
10)Carilah lim XXt dan lirr% V2x +1
xX—a X—

x3-2x2+7
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BAB 7
LIMIT SEPIHAK

Oleh Cynthia Tri Octavianti, S.Si., M.Sc.

7.1. Pendahuluan

Jika kita meninjau fungsi yang mempunyai lompatan
seperti fungsi bilangan bulat terbesar [x] pada gambar 7.1
untuk setiap bilangan bulat, maka diperoleh limitnya tidak ada
pada setiap titik lompatan. (Varberg etal., 2003)

4y

2 —

| ] E
2 1 o 1 2 3 X
5 31

Gambar 7.1 fungsi bilangan bulat terbesar
(Sumber : Sumadji, 2022)

Untuk fungsi seperti di atas, maka kita dapat menggunakan
limit sepihak. Untuk notasi x —» c¢*merupakan x mendekati ¢ dari
kanan dan untuk notasix = ¢ merupakan x mendekati c dari
kiri.
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Definisi (Limit Kiri dan Limit Kanan)

Limit Kiri : lim f(x) = L atau f(x) —» Luntukx — c".

x—=c~

Limit Kanan : lim f(x) = L atau f(x) > L untuk x > c*
X—C

7.2. Limit Kiri dan Limit Kanan
Berikut diberikan definisi limit kiri dan limit kanan
menurut (Larson, 2016)

Berikut diberikan ilustrasi seperti pada gambar 7.2.

/’_N/ /—N/
Il:| tfix) flxdq

L

Gambar 7.2 grafik Limit x mendekati c dari kanan dan grafik
limit x mendekati c dari Kiri

(Sumber: Sikder, 2023)

Contoh 1

Walaupun untuk lin}[[x]] tidak ada, namun dari gambar 7.1 kita
X

dapat menghitung limit kiri dan limit kanannya. Dari gambar 7.1
diperoleh f(x) =0 untuk x<1 dan f(x) =1 untuk x<1,
sehingga

lim[x] =0, lim[x] =1.

X—-17 x-1t
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Contoh 2

Tentukan Limit f(x) untuk x mendekati 0 dari kiri dan dari kanan,
[2x|
T.

untuk fungsi f(x) =

Penyelesaian

Gambar 7.3 grafik fungsi f(x) = 12x|

X

(Sumber: Larson, 2016)

Dari Gambar 7.3 diperoleh bahwa f(x) = —2 untukx < 0, jadi

Teorema

lim f(x) = L jika dan hanya jika lim f(x) = Ldan lim f(x) = L

xX—C x-=c” x-ct

lim f(x) = —2.

x-0"

Dari gambar di atas juga diperoleh bahwa f(x) = 2 untukx < 0, jadi
lim f(x) = 2.

x-0t

Contoh 3.
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Jika kita melihat contoh 1 dan contoh 2 diperoleh bahwa lim[x]

x-1
tidakadadan lim I2_):<I tidak ada, karena limit kiri dan limit kanannya
x-0
tidak sama.
Contoh 4

2x2,

<1
Diketahui f(x) = {3 o f{; 1 tentukan limit fungsi untuk x

mendekati 1.
Penyelesaian

LimitKiri : lim f(x) = lim 2x? = 2
X—-1" x-1

Limit Kanan : lim f(x) =lim3 —-x =2
x-1t x-1

Limit kiri = Limit kanan = 2, jadi lim f(x) = 2.
x—1

7.3. Teorema Apit

Pada Gambar 7.4, jika grafik f(x) diapit diantara grafik dua
fungsi lain g(x) dan h(x) untuk setiap x dekat dengan a, dan jika
fungsi g dan h mempunyai limit yang sama yaitu L untuk x — a,
merupakan alasan berdirinya bahwa fungsi f juga mendekati L
untuk x — a.(Zill & Wright, 2009)
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Teorema Apit

Andaikan f,g, dan h adalah fungsi-fungsi yang memenuhi
g(x) < f(x) < h(x) untuk semua x dalam interval terbuka
yang memuat titik a, kecuali mungkin di a. Jika

lim g(x) = Ldanlim h(x) =L
x—-a xX—-a

Maka lim f(x) = L
x—=a

YA v =h(x)
flx)

gix)

Gambar 7.4 Grafik fungsi f diapit oleh fungsi g dan fungsi h

(Sumber: Zill & Wright, 2009)
Bukti Andaikan diketahui € > 0. Pilih §,; sedemikian hingga

0<|x—a|<§ =L—-e<g(x)<L+ce
Dan 6, sedemikian hingga
0<|x—al|<é§,=L—-e<h(x)<L+ce
Pilih §; sedemikian hingga
0<|x—al <8;=gx) <f(x) <h®)

Andaikan § = min{Sl, 03, 83 } Maka
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0<|x—a|<éd=>L-e<gx)<fx)<h(x)<L+e

Jadi dapat disimpulkan bahwa lim f(x) = L.m

X—a

Contoh 5

. .1 .
Tentukan lim x? sin - dengan menggunakan teorema apit.
x—0

Penyelesaian

Perhatikan bahwa —1 < Sini < 1 sehingga dapat kita peroleh

—x? < x%sin* < x2.
X
Ambil g(x) = —x? dan h(x) = x2. Dapat diperoleh

lim g(x) = lim —x? = 0 danlimh(x) = limx? = 0.
X-0 X—0 x—0 Xx-0

Dengan menggunakan Teorema Apit dapat disimpulkan

) 1
lim x% sin= = 0.
x—-0 X

Gambar 7.5 Grafik fungsif, g dan h
(Sumber : Zill & Wright, 2009)
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7.4. Limit Fungsi Trigonometri

Dalam penyelesaian limit fungsi trigonometri yang harus
dihindari adalah hasilnya berupa bentuk tak tentu seperti

0 oo

—,—,00 — 00,00, 0. jika ditemukan bentuk tak tentu maka fungsi

0" o0
tersebut harus diuraikan. (Sudaryono, 2017)

Berikut diberikan limit fungsi trigonometri secara umum

Teorema ( Dua Limit trigonometri spesial )

. sinx

1. im—=1
x-0 X
. 1—-cosx

2. lim =0
x-0 X

Tabel 7.1 Tabel limit fungsi trigonometri

limsinx = sina limsecx = seca
X—a X—a
lim cosx = cosa limcscx = csca
X—a X—a
limtanx = tana lim cotx = cota
X—a X—a

(Sumber : Zill & Wright, 2009)

129




Bukti

{eos &, sin 83

(1, 1an #)

- I

Gambar 7.6 Limit Fungsi Trigonometri

(Sumber: Sikder, 2023)

Jika kita menggunakan besaran radian, maka dapat diperoleh luas

sebagai berikut

Luas segitiga

Lan #
=

Luas sektor
i

-

Luas segitiga
sin i

-~

Dengan mengalikan setiap ruas dengan ﬁ diperoleh
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1

> 5
cosO ~ sin®
Jika ketidaksamaan dibalik, maka diperoleh
sin ©
cosO < o <1



i 0
Karena cos 6 = cos(—6) dan 5139 = Sm(e ) , maka dapat

disimpulkan ketaksamaan di atas valid pada interval terbuka

(-2

Selanjutnya lim cos ® = 1 dan lim 1 = 1, dengan menggunakan

x—0 x-0

sinx
=1.m

teorema apit diperoleh lim
X-0

Bukti no 2 sebagai Latihan soal.

Contoh 6.
. . e . .y tanx
Tentukan nilai limit dari lim —
x-0
Penyelesaian

Jika kita substitusikan x dengan 0, diperoleh bentuk tak tentu %.

Untuk menyelesaikan soal ini kita ubah bentuk tan x menjadi —::; ):(’

sehingga diperoleh
~ tanx _  /sinX 1
lim = lim (—) ( )
x-0 X x—0 X COS X
Karena
_sinx

lim—=1

x-0 X
dan

lim =1

x—0 COS X
sehingga diperoleh

~ tanx _ /sinx\ 1
lim =llm< )llm( ) =1
x-»0 X X—0 X x—0 \COS X
Contoh 7.
Tentukan nilai limit dari lim Smxs X
x-0
Penyelesaian
~ sin5x ~ sin5x
lim = 51lim
x-0 X x—0 DX
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Misal y = 5x
= 5lim % = 5.
y—0 y

7.5. Soal-Soal Latihan

Pada soal-soal 1-4, cari limit sepihaknya dan berikan alasannya

. 3+t
1. lim —
t-»-3+ t
t—-1
2. lim —
t—>1+m
3. lim
) x—1~ 4+4X
2
. X“—=3x+2
4, lim
x—2t+ Vx%2-4

Pada soal-soal 5-8, gunakan teorema apit untuk menghitung
limit yang diberikan

lim x sin =
x—0 X

. TC
lim x? cos —
x—0 X

5
6
7. limf(x) dimana 2x — 1 < f(x) < x2 —2x,x # 2.
8 }(i_r)ré f(x) dimana |[f(x) — 1| < x%,x# 0

Pada soal-soal 9-12, tentukan limit fungsi trigonometri yang
diberikan

. sin3t
9. li

t-0 2t

. sint
10. lim

t—0 4+cost

. tant
11. lim

t-»0 3t

12. lim 5t cos 2t
t-0
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BAB 8
KEKONTINUAN

Oleh Hanna Hilyati Aulia, M.Si.

8.1. Pendahuluan

Definisi Kekontinuan Suatu Fungsi. Kata kontinu
digunakan untuk menggambarkan proses yang berlangsung
tanpa perubahan mendadak. Selanjutnya, kekontinuan menjadi
fitur penting dari banyak proses alami. Pada Bab sebelumnya
dibahas mengenai konsep limit, dimana suatu fungsi f(x) dapat
(a) memiliki limit menuju suatu titik c dengan Llfé f(x) = f(c),

atau (b) limit ada namun limf(x) # f(c), atau (c) f(x) tidak
X—C

memiliki limit. Dengan menggunakan pendekatan secara grafis,
dapat ditunjukkan pada Gambar 8.1.

@ ® ©

Gambar 8.1 Grafik Limit Suatu Fungsi lim f(x)
X—=C

(Sumber : Calculus, Purcell 9th Edition)

Berdasarkan ilustrasi pada Gambar 8.1 dapat definisikan suatu
fungsi kontinu sebagai berikut.
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Definisi 8.1 Kontinu pada suatu titikMisalkan fadalah fungsi
yang terdefinisi pada interval terbuka yang memuat c. f
dikatakan kontinu pada c apabila

limf(x) = c
X—C
dengan kata lain, kontinu pada suatu titik mensyaratkan

1. limf(x) ada

X—C

2. f(c) ada
3. Llirg f(x) = f(c)

Apabila salah satu dari 3 ketentuan tidak dipenuhi, maka f tidak
kontinu (diskontinu) pada c. Definisi ini kemudian dikembangkan ke
beberapa titik atau interval.

Definisi 8.2 Kontinu pada suatu interval I

Misalkan f adalah fungsi yang terdefinisi pada interval terbuka (a, b).
f dikatakan kontinu pada setiap poin pada interval (a, b).

Definisi 8.3 Kontinu pada suatu interval 11
Fungsi f kontinu kanan pada titik a jika lim f(x) = f(a) dan f
X—a
kontinu kiri pada titik b jika liIkI’l f(x) = f(b). Fungsi f dikatakan
X->D™

kontinu pada interval tertutup [a, b] jika f kontinu pada interval
(a,b), kontinu kanan pada a dan kontinu kiri pada b.

Teorema 8.1 Kekontinuan pada Operasi Fungsi
Jika f dan g adalah fungsi yang kontinu pada c, maka

1. Fungsi kf kontinu pada c untuk k bilangan real
Fungsi f + g kontinu pada c
Fungsi fg kontinu pada c

2
3
4. Fungsi é, (dengan g(c) # 0 ) kontinu pada c
5

Fungsi f™ kontinu pada c
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6. Fungsi Vf (dengan f(c) > 0 jika n genap) kontinu pada c

Contoh 8.1

Diberikan fungsi f(x) seperti pada Gambar 8.2. Tentukan apakah
f(x) kontinu padax = —2,x = 0 danx = 3.

i
=]
|
A=
I
(=]
I
]
I
iak
(L]
() I

=i . Al
'._'-'“ . | 3 'III

Gambar 8.2 Grafik Suatu Fungsi f)x)
(Sumber :Marsden and Weinstein, 2022))

Penyelesaian:

Untuk menjawab pertanyaan, kita perlu mengecek limit fungsi
dimasing-masing titik. Apabila lim f(x) = f(a), maka kontinu,
X—a

sebaliknya, tidak kontinu.
Untuk x = -2

f(—2) = 2 namun lim2 f(x) tidak ada.
X—>—

Nilai fungsi dan limitnya tidak sama sehingga fungsi tersebut
tidak kontinu pada titik x = —2. Diskontinuitas semacam ini
dalam grafik disebut diskontinuitas lompatan (jump
discontinuity). Diskontinuitas lompatan terjadi ketika grafik
memiliki jeda di dalamnya seperti grafik ini dan nilai fungsi di
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kedua sisi jeda adalah terbatas (yaitu fungsinya tidak menuju tak
terhingga).

Pada bagian selanjutnya akan dibahas mengenai kekontinuan
pada fungsi-fungsi beserta contohnya.

Untukx =0
f(0) = 1 dan ling f(x) = 1.
X—

Artinya fungsi f(x) kontinu di 0.
Untukx = 3
f(3) = —1 dan lir% f(x) = 1.

X—

Sehingga fungsi tidak kontinu di titik x = 3.

Dari contoh ini kita bisa mendapatkan definisi kontinuitas yang
dengan cepat. Suatu fungsi kontinu pada suatu interval jika kita
dapat menggambar grafik dari awal sampai akhir tanpa pernah
sekali pun mengambil pensil kita. Grafik pada contoh hanya
memiliki dua diskontinuitas karena hanya ada dua tempat di
mana kita harus mengambil pensil untuk membuat sketsa.
Dengan kata lain, suatu fungsi kontinu jika grafiknya tidak
memiliki lubang atau celah di dalamnya.

Untuk banyak fungsi, mudah untuk menentukan di mana ia tidak
akan kontinu. Fungsi tidak akan kontinu jika kita memiliki hal-
hal seperti pembagian dengan nol atau logaritma nol. Mari kita
lihat sekilas beberapa contoh kekontinuan/diskontinu pada
beberapa jenis fungsi.

Teorema 8.2 Teorema Limit Komposit

Jika lim g(x) = L dan fungsi f kontinu pada L, maka lim f(g(x)) =
X—C X—C
f(lim g(x)) = f(L).
X—C
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Dengan kata lain, jika g kontinu pada c dan f kontinu pada g(c),
maka fungsi komposit f o g kontinu pada c.

Bukti (Varberg, Purcell and Rigdon, 2007)

Diberikan € > 0, karena f kontinu pada L, terdapat 6; > 0
sedemikian sehingga memenuhi

t—L| <& = |f(t) —f(L)| <e

dengan asumsi lim g(x) = L, maka dapat ditulis
X—C

lg(x) —L| < 8; = |f(g() —f(L)| <&

sedemikian sehingga untuk suatu 6; > 0, terdapat 6, >0
sehingga

0<|x—c| <6, =|gx)—L <6 =|f(gx)—Ll<e
memenuhi

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = £(L).

8.2. Kekontinuan pada Fungsi Polinomial

Teorema 8. 3 Kekontinuan pada fungsi polinom.
Fungsi polinomial kontinu pada setiap bilangan real.
Bukti.

Misalkan f adalah polinomial berderajat n dan c adalah suatu
bilangan real. Tulis

f(x) = apgx" + a;x" 1+ -+ a,_1x+a,
maka apabila kita cari limit dari polinomial, diperoleh

limf(x) = limagx™ + a;x" 1 + -+ a,_1x+ a,
X—C X—C

=limayx" + lima;x" ' +...+lima,_;x + lima,
X—C X—C X—=C X—C
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agc" +a;c" 1+ +a,_jcta, =f(c)

dengan demikian, f(x) kontinu pada c.

Contoh 8.2
2,x<0
Jika f(x) ={ax®? —b,0 < x < 2.
x+1,x>2

Tentukan nilai a dan b agar f(x) kontinu.
Penyelesaian

Perhatikan bahwa f(x) pada selangx < 0,0 <x< 2, danx > 2
merupakan polinom, maka menurut Teorema 8.3, fungsi f(x)
kontinu. Selanjutnya kita berdasarkan syarat kekontinuan kita
tentukan titik-titiknya. Untuk selang x < 0 karena pada selang
ini f(x) = 2 merupakan fungsi konstan, maka jelas f(x) kontinu.
Selanjutnya kita hanya menentukan kekontinuan di titikx = 0
danx = 2.

Agar fungsi kontinu pada ada x = 0, kita cek untuk properti
kekontinuannya.

1. f(0) terdefinisi, yaitu f(0) = 2
2. lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 2
x—0~ x-0%
diperolehax? —b =2 a(0)?—-b=2©b=-2

Agar fungsi kontinu pada ada x = 2, kita cek untuk properti
kekontinuannya.

1. f(2) terdefinisi, yaituf(2) =2+ 1 =3
2. lim f(x) = lim f(x) =f(2) =3

x-0~ x-0%
diperolehax? —b=3 < a(2)?-b =3
< 4a—b=3
©4a—-(—-2)=3
S 4a=1
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Sa=1/4

Diperoleh bahwa dengana = 1/4 danb = —2, maka fungsi f(x)
kontinu.

8.3. Kekontinuan pada Fungsi Rasional

Teorema 8. 4 Kekontinuan pada fungsi rasional.

Fungsi rasional kontinu pada setiap bilangan real a pada domain,
kecuali pada penyebutnya sama dengan nol.

Berikut ini adalah contok diskontinu fungsi rasional.
Contoh 8.3

Tentukan dimana fungsi di berikut tidak kontinu.

h(x) = 2x+ 3
- 3x — 4
Penyelesaian

Fungsi rasional kontinu di mana-mana kecuali pada titik yang
membuatnya memiliki pembagian dengan nol. Jadi yang perlu
kita lakukan hanyalah menentukan di mana penyebutnya nol.

x2=3x—4=0
S Ex-4H+1)=0
sehingga fungsi h diskontinu pada titik x = 4 danx = —1.

8.4. Kekontinuan pada Fungsi Nilai Mutlak
Teorema 8. 5 Kekontinuan pada fungsi nilai mutlak.

Fungsi nilai mutlak kontinu pada setiap bilangan real c.

Seperti halnya fungsi pada umumnya, dalam penentuan
kekontinuan fungsi nilai mutlak harus memenuhi syarat-syarat
kekontinuan. Artinya, fungsi nilai mutlak akan kontinu di suatu
titik x jika nilai fungsi pada titik tersebut sama dengan nilai
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limitnya saat x mendekati titik tersebut dari kedua arah, yaitu
dari sebelah kiri dan kanan.(Indrawati and Sembiring, 2011)

8.5. Kekontinuan pada Fungsi Trigonometri

Fungsi sin dan cos kontinu pada setiap bilangan real.
Fungsi tan, cot, sec dan csc kontinu pada setiap bilangan real
yang merupakan domainnya.

Perhatikan bahwa fungsi tan(x) memiliki domain sebagai
berikut.
(2k+ D

k= O,il,iZ,...}
2

Dian = {X,X *

Kk k+1)m
2

sehingga fungsi tan(x) kontinu karena titi bukan domain

dari fungsi.

Gambar 8.3 Fungsi sin(x)
(Sumber: Penulis, 2023)

¥

Gambar 8.4 Fungsi cos(x)
(Sumber: Penulis, 2023)
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Gambar 8.5 Fungsi tan(x)
(Sumber: Penulis, 2023)

Pada kekontinuan fungsi, akan diperkenalkan teorema
nilai antara yang sangat populer.

Gambar 8.6 Grafik fungsi Teorema Nilai Antara

(Sumber: Kusumawinahyu, 2014)

Teorema 8.6 Teorema Nilai Antara

Misalkan f adalah fungsi yang terdefinisi pada [a,b] dan M
adalah nilai antara f(a) dan f(b). Jika f kontinu pada [a, b],
maka paling tidak terdapat suatu bilangan p dimanaa < c<b
sedemikian sehingga f(c) = M. Ilustrasi Teorema ini dapat
dilihat pada Gambar 8.6.
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Penerapan teorema ini dapat dilihat dari skenario berikut.
Diberikan suatu fungsi f(x) = x — cos(x) pada interval [0, Tt/
2]. Misalkan M = 0.

Untuk f(0) = 0 — cos(0) = —1dan
f(m/2) =mn/2 — cos(n/2) = /2.

Karena f kontinu pada [0,m/2], dan M = 0 ada diantara f(0)
dan f(m/2), maka sesuai dengan teorema nilai antara,
terdapat suatu nilai ¢ dengan 0 < c<m/2, dan f(c) =0
dimana merupakan suatu solusi dari x — cos(x) =0

Pilih ¢ = /4, yang merupakan suatu titik antara 0 dan /2.
Substitusikan pada fungsi sehingga diperoleh

f(m/4) = /4 — cos(mt/4) =~ 0,07829

Dengan mengambil titik antara dua bilangan. Dengan demikian,
terdapat suatu titik 0 < ¢ < m/2 sehingga f(c) = 0.
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BAB 9
INTUISI TURUNAN

Oleh Netty J. Marlin Gella, M.Si.

9.1. Definisi Turunan dan Arti Geometrinya

Pada bab sebelumnya telah dipelajari konsep limit suatu
fungsi yang memiliki keterkaitan dengan konsep turunan. Limit
dari perubahan rata-rata pada nilai fungsi terhadap variabel
bebasnya disebut sebagai turunan. Kata lain turunan adalah
diferensial.

9.1.1. Definisi Turunan

Definisi Turunan

Turunan suatu fungsi f terhadap bilangan a dengan notasi f'(a)
yang didefinisikan sebagai berikut,

: fla+j) —f(a
£ a) = lim D~ @
-0 J
jika limit ini ada (Stewart, Clegg dan Watson, 2020).

Catatan: Notasi f'(a) dibaca f aksen a

Definisi di atas merupakan turunan suatu fungsi pada suatu titik
tetap a. Jika bilangan a ini berubah-ubah, maka bilangan a pada
definisi di atas diganti dengan suatu variabel x dan diperoleh

. f(x+j)—f
£(x) = l_imw
j=0
asalkan limit ini ada, sehingga f ini menjadi suatu fungsi baru

yang disebut sebagai turunan darifatau dengan kata lainf
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terdiferensialkan (terturunkan) di x. Pencarian turunan disebut
sebagai pendiferensialan (Varberg, Purcell dan Rigdon, 2006;
Stewart, Clegg dan Watson, 2020).

Contoh 9.1

Cari turunan fungsi f(x) = x* — x — 6 terhadap x = 2

Penyelesaian
. f2+j) —f(2
f(2)=1_im( 1). (2)
j~0 j
. 2+))2-Q2+j)—6]—-[22-2-6
F(2) = fim (@02 @ 4D — 61— ]
j~0 j
: 4+4j+*P-2—-j—6—-4+2+6
£(2) = lim—— ) )
j~0 j
. 2+ 3j
£(2) = lim —2
=0 j

f(2) = l.irg(j +3)
]—)

f(2) =3

Contoh 9.2

Cari turunan fungsi f(x) = v2x — 1 terhadap x = adengana > 0

Penyelesaian
. f(2 +j) —f(2
f(2)=lim( ]). 2)
j—0 ]
. 2+)?—(2+j)—-6]—-[22-2-6
f(2)=1.im[( D™= ( J)_ 1-1 |
j=0 )
: 4+4j+2P-2—-j—6—-4+2+6
f(2)=1.in01 ) T) j]
]—)
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. 2 + 3
£(2) = lim—2
0 ]

f(2) = ljijg(j +3)
f(2)=3

9.1.2. Definisi Turunan secara Geometri

Secara geometris, turunan suatu fungsi dapat diartikan
sebagai kemiringan grafik fungsi atau lebih tepatnya sebagai
kemiringan garis singgung di suatu titik yang disebut gradien
(slope). Garis singgung adalah garis lurus yang menyentuh kurva
hanya satu kali. Prinsip gradien garis singgung berasal dari
prinsip gradien garis lurus. Garis lurus yang melalui dua titik
berbeda (x4,y;) dan (X,,y,) ditunjukkan pada Gambar 9.1
memiliki rumus kemiringannya yaitu

:ﬂZYZ—}ﬁ
Ax X, —Xq

(Hernadi, 2021).

Y=

Ay

JII ﬂ-l-

i
i
X Vo i 'E
Ed

Gambar 9.1 Garis yang Melalui Titik (x;,y;) dan (x,,y,)

(Sumber: Hernadi, 2021)
Setelah dipahami gradien suatu garis lurus, maka dapat
ditentukan kemiringan garis singgung kurvay = f(x) pada titik
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P (Xo,f(x0)). Seperti yang diilustrasikan pada Gambar 9.2,
diberikan juga titik Q(x, f(x)) pada kurva f yang berbeda dengan
titik P, garis yang melalui titik P dan Q disebut garis secant
sedangkan garis yang hanya menyentuh kurva di titik P disebut
garis singgung/garis tangent dan titik P disebut sebagai titik
singgung. Rumus gradien mpq dari garis secant yang melalui P
dan Q adalah sebagai berikut,

_ ) = f(xo)

Mpo =
Q X —Xp

(Anton, Bivens dan Davis, 2012).

\
3, - .:,l!['.a‘\
— - Wl
Jix) —— e Q‘a
-'\; fle) =[x,
a".\l'l ;'.?' E 3

X . ~ v = fix)

Gambar 9.2 Kemiringan Garis Singgung Kurvay = f(x) pada
Titik P (x,, f(x¢))-

(Sumber: Anton, Biven dan Davis, 2012)

Jika titik x digerakkan mendekati x,, maka titik Q akan
bergerak sepanjang kurva dan mendekati titik P. Jika garis
secant yang melalui P dan Q semakin lama semakin mendekati
garis singgung dengan x — X, maka posisi tersebut dianggap
sebagai posisi garis singgung di P . Dengan kata lain, gradien
garis singgung di P adalah aproksimasi gradien pada garis secant
mendekati garis singgung/garis tangent dengan x — X, (Anton,
Bivens dan Davis, 2012; Stewart, Clegg dan Watson, 2020).
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Definisi Gradien Garis Singggung

Garis singgung pada kurvay = f(x) di titik P(x,, f(X,)) adalah
sebuah garis yang melalui P dengan kemiringan/gradien

_ o fG0 = £(x)
m= lim ———
X—Xp X — XO

asalkan limit ini ada (Stewart, Clegg dan Watson, 2020).

Terdapat rumus kemiringan garis singgung lain yang umumnya
digunakan. Misalkan j = x — xy maka x = X, + j, sehingga ketika
X = X ekuivalen dengan j — 0 (yang ditunjukkan pada Gambar
9.3), rumus gradien garis singgung pada Definisi Gradien Garis
Singgung menjadi

. f(xo +j) — f(x0)
m = lim ,
j=0 j
(Anton, Bivens dan Davis, 2012; Stewart, Clegg dan Watson,
2020).

Gambar 9.3 Gradien Garis Tangent sebagai Limit dari Garis
Secant

(Sumber: Anton, Biven dan Davis, 2012)
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Contoh 9.3

Hitunglah kemiringan garis singgung parabolay = f(x) = 3x% +
2x + 1 pada titik-titik singgung (—1,2) dan (2,56).

Penyelesaian

Untuk mencari kemiringan garis singgung pada dua titik
singgung yang diberikan maka, lebih efisien menghitung
kemiringan garis singgung di titik umum (a, f(a)), selanjutnya
untuk mendapat kemiringan dari dua titik singgung dilakukan
substitusi. Untuk x = a, maka f(a) = 3a® + 2a + 1
_fla+j) —f(a)
m = lim———
j=0 )
[3(a+j)?+2(a+j)+1] —[3a% +2a+1]
m .
j—0 J

[3(a® +2aj+j?)+2a+2j+1]—3a?—2a—1

= lim

=0 )

~ 3a®+6aj+3j?+2a+2j+1—-3a2—2a—-1
:l_ll’l(’)l ]

]—)

_ 6aj + 3j% + 2j
= lim—
j—0 j

= l_irgl 6a+3j+ 2
]—)
=6a+2
Jadi,

e Titik singgung (—1,2), diperoleh a = —1, sehingga
kemiringan garis singgungnya adalah m = 6(—1) + 2 =
—6+2=—4.
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e Titik singgung (2,56), diperoleh a = 2, sehingga
kemiringan garis singgungnya adalah m = 6(2) + 2 =
12 + 2 = 14.

9.2. Turunan Pertama

Turunan pertama sering juga disebut turunan orde
pertama yang dapat diartikan sebagai laju perubahan sesaat. Hal
ini akan dibahas pada sub bab 2.4. Turunan pertama dari suatu
fungsi f(x), yaitu f(x) artinya dilakukan turunan fungsi f
terhadap x, hanya satu kali.

9.2.1. Notasi Turunan

Beberapa notasi yang digunakan untuk menyatakan turunan,
salah satunya dengan menggunakan notasi Leibniz. Diberikan
y = f(x), maka turunan fungsi f(x) terhadap x dinotasikan
sebagai berikut,

df dy

. . d d
F(0 =y === = =(f0) = 2. ) = DFX) = D,f()

Simbol D dan % disebut operator turunan (diferensial)
sedangkan simbol%dikenal sebagai notasi Leibniz. Dalam
notasi Leibniz, definisi turunan dapat ditulis dalam bentuk

dy .. Ay

dx  Axo0 Ax

Jika akan ditunjukkan nilai turunan pada titik x, dapat ditulis
dalam bentuk,

. . d d
o) =y o) =g = =(fC9)

= Dxf(x) Ixzx0

= Df(x,)

X=Xo
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(Varberg, Purcell dan Rigdon, 2006; Anton, Bivens dan Davis,
2012; Stewart, Clegg dan Watson, 2020).

9.2.

2. Rumus Turunan

Pada bagian ini, akan disajikan beberapa rumus yang telah

dikembangkan untuk mencari turunan dari banyak fungsi tanpa
harus menggunakan definisi turunan secara langsung.

1.
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Turunan Fungsi Konstanta
Jika fungsi konstanta f(x) =c untuk setiap x dengan
c sebarang bilangan real, maka

d

& (C) =0
Aturan Pangkat
Jika r sebarang bilangan real, maka

d r r-1

= () = ()
Dengan kata lain, untuk mencari turunan fungsi pangkat,
maka kurangi eksponen konstanta dengan satu dan kalikan
fungsi pangkat yang dihasilkan dengan eksponen aslinya.
Aturan Jumlah
Jika fungsifdan gadalah fungsi yang dapat diturunkan/
didiferensialkan, maka

d d d
= [F00 + g(0] = —[f()] + = [8()]

Dengan kata lain, turunan dari suatu jumlah sama dengan
jumlah turunannya.

Aturan Selisih

Jika fungsif dan gadalah fungsi yang dapat diturunkan/

didiferensialkan, maka
d d d
— [ = (0] = - [F0] ~ - [g(9)]
Dengan kata lain, turunan dari suatu selisih sama dengan
selisih turunannya.
Aturan Perkalian Konstanta



Jika f fungsi yang dapat diturunkan/ didiferensialkan dan
konstanta c sebarang bilangan real, maka

d d
—[€f9] = ¢ [F()]

Dengan kata lain, faktor konstanta dapat dipindahkan
sebelum simbol turunan.

. Aturan Hasil Kali
Jika fungsif dan gadalah fungsi yang dapat diturunkan/
didiferensialkan, maka

d d d
= [F008G0] = 60— [8(9] + 8G) - [£9)]

Dengan kata lain, turunan dari hasil kali dua fungsi adalah
fungsi pertama dikalikan turunan dari fungsi kedua
ditambah fungsi kedua dikalikan turunan fungsi pertama.

. Aturan Hasil Bagi
Jika fungsif dan gadalah fungsi yang dapat diturunkan/
didiferensialkan dan g(x) # 0, maka

d d
d f(x)l 800 g [FO0] — 09 5 [8(0)]
dx |g(x)] [8(x)]?

Dengan kata lain, turunan dari hasil bagi dua fungsi adalah
penyebut dikalikan dengan turunan pembilang dikurangi
pembilang dikalikan dengan turunan penyebut, semuanya
dibagi dengan kuadrat penyebut (Varberg, Purcell dan

Rigdon, 2006; Anton, Bivens dan Davis, 2012; Stewart, Clegg
dan Watson, 2020).

Contoh 9.4
Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut,

1. y=xV/x—2x+5
X—2
2. y=—
3. y=x?2-2x—-8)(x"3+9)
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Penyelesaian

1. +/x diubah ke dalam bentuk pangkat sehingga fungsi
1 3

2.
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y=xVXx—2x+5=xx2—2x+5=x2—-2x+5
Selanjutnya, digunakan aturan pangkat, perkalian

konstanta dan turunan fungsi konstanta,
_3 34 1-1 3 1 0
y=§x2 —2X_+0=§X2—2X =

3
ZE&_Z

. . X—2 .
Untuk mencari turunan dar1y=x—4, digunakan aturan

1
x2 — 2(1)

N W

hasil bagi, aturan pangkat, turunan fungsi konstanta dan
aturan selisih,

x4 (% (x — 2)) —(x—2) (% (x4))
[x*]?

R (HO-H@) - -2 (F6)
y = [x4]2

Cox*(1-0)—(x=-2)(4x*h
y = x4(2)

_xH() - (x—2)(4x%)
<8
x* — (4x* — 8x3)




3. Untuk mencari turunan dariy = (x? —2x—8) (x 3 +9),
digunakan aturan hasil kali, aturan pangkat, aturan
selisih dan jumlah, aturan perkalian konstanta serta
turunan fungsi konstanta,

. d
— 2 _ _ -3
y = (x*—2x—8) I x+9)

d
+ & 3+9)—(x*—-2x—-8)
dx

. d d
y = (x?-2x—-8) (& x™3)+ &(9))

d d d
+ 63 +9) (302 = (20 - ()

y = (x> —2x—8)(-3x"3"1+0)

+ & 32+9)(2x*1-2-0)
y = x*=2x—8)(-3x)+x3+9)(2x—2)
y = —-3x2+6x3+4+24x*+2x2+18x—2x3—18
y =24x % +6x 3 —2x3—-3x2+2x2+18x— 18
y =24x* +4x 3 —-x"2+18x— 18

9.3. Persamaan Garis Singgung

Kemiringan persamaan garis singgung f(x) pada titik
(a,f(a)) adalah m = f'(a). Persamaan garis singgung dapat
disajikan dalam bentuk,

y =f(@ +f(@x—a)

(Anton, Bivens dan Davis, 2012; Stewart, Clegg dan Watson,
2020).

Contoh 9.5

Carilah persamaan garis singgung parabolay = x? —x + 12 di
titik (2,-10).
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Penyelesaian

Untuk mencari turunan dari f'(x) digunakan aturan pencarian
turunan, maka

f(x)=2x—1

Sehingga kemiringan garis singgung parabolay pada titikx =
a = 2 dengan f(a) = f(2) = —10 adalah

f2=22)-1=4-1=3
Dan persamaan garis singgungnya pada titik (2,-10) adalah
y=-10+3(x—2)
y=-10+3x—-6
y=3x—16

9.4. Kecepatan Rata-Rata dan Kecepatan Sesaat

Kecepatan adalah turunan/derivatif dari fungsi jarak. Pada
bab ini akan dibahas tentang kecepatan rata-rata dan kecepatan
sesaat. Misalnya, sebuah mobil melakukan perjalanan dengan
jarak 200 km selama 4 jam, diketahui kecepatan rata-rata
mencapai 50 km/jam. Namun, selama perjalanan tersebut
kondisi yang mungkin terjadi yaitu saat kecepatan lebih dari 50
km/jam dan berhenti di lampu lalu lintas. Jadi, selama
perjalanan tidak hanya memiliki kecepatan rata-rata tetapi juga
kecepatan sesaat (yaitu kecepatan sesaat yang ditampilkan pada
speedometer) sehingga kecepatan rara-rata berkaitan dengan
kecepatan sesaat (Harshbarger dan Reynolds, 2018).

Jika y = s(t) menyatakan jarak/lintasan yang ditempuh
oleh objek bergerak maka kecepatan rata-rata pada dua titik
adalah adalah perubahan posisi atau perpindahan (As) dibagi
selang waktu (At) terjadinya perpindahan,

__As s(ty) —s(ty)
MY s—r,
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Misalkan t; = tdant, = t+ Atdan disubstitusi ke persamaan
kecepatan rata-rata serta mengambil batasnya sebagai At — 0,
maka kecepatan sesaat pada sebarang titik adalah

s(t+At)—s(t) d

Vsesaat = V() = lim = as(t)

At—0 At

Dengan kata lain kecepatan sesaat suatu benda adalah batas
kecepatan rata-rata ketika waktu selama objek bergerak
mendekati nol, atau turunan dari s(t,) terhadap tsaatt=t,
(Anton, Bivens dan Davis, 2012; Harshbarger dan Reynolds,
2018).

Contoh 9.6

Posisi sebuah objek bergerak diberikan oleh persamaans =
f(t) = 3t + t3 meter. Hitunglah kecepatan sesaat saat t = 2 detik

dan kecepatan rata-rata pada saat 1 detik sampai dengan 3
detik.

Penyelesaian

Kecepatan sesaat, Vgesaar = V(t) = f () = 3 + 3t2
Mengantikan t = 2 pada persamaan v(t) = 3 + 3t3

v(2) =3+3(2)2 =3+ 3(4) = 3 + 12 = 15 m/detik
Kecepatan rata-rata dengan t; = 1 detik dan t, = 3 detik,

f(t)—f(ty) _ f)—f(1) _ [3(2)+23]-[3(1)+1]
t,-ty  3-1 2

vV =

= % = 12—0 = 5 meter/detik

9.5. Soal Latihan
1. Jika diberikan fungsi f(x) = li);x,
a. Carilah gradien garis singgung kurva y = f(x) di titik
singgung (—2,2), (0,0) dan (1, 2)
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b. Tentukan persamaan garis singgung pada kurvay =
f(x) di titik-titik yang diberikan pada bagian a.

c. Gambarkanlah kurva y = f(x) berserta garis-garis
singgung yang ditemukan pada bagian b.

2. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva di tiik
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yang diberikan

a. y=xy, (2,6)
b y=2% (42)
c. y= X+4 (8,6)

d. y= 3x -x—2, (0,-2)

Carilah turunan fungsi berikut ini dengan menggunakan
definisi turunan fungsi,

a. f(x)=7x-2

b. f(X) — 5-3x

%2
. f(X) - VX+1—-(x+2)

d. f(x) = x® + xvx
Carilah turunan pertama dari fungsi-fungsi berikut ini
menggunakan rumus turunan.

5
a. f(x)=x"z+x%—2x
-16 _ 1

b. w(v) =%V -

c. h(x) = (2x+5)Vx

d. g(t) = \/—+3
e. f(x)= (2 —x)(x3 —6x+11)
£ =

3 [10
e
h. h(x) = ax® + bx? — cx™! + d, dengan a,b, c,d
konstanta



12
i g = %, dengan a, b konstanta

jo y=m
. Carilah dy dari
dx x=1
a. y=1-3x—2x?2
b. y=2x+ i

x2042x1543%x10 41 4%5+5%+6
X

d y=(1-2x)(1+ 2x)

. Diberikan f(x) = x3g(x), dengan g(3) = 18 dan g (3) =
12. Carilah f'(3).

. Diberikan sebuah kurva y = f(x), tuliskanlah bentuk
ekspresi matematika gradien dari garis secant yang
memalui  titikk A(—1,f(—-1)) dan B(xf(x)) serta
persamaan garis singgung/tangent pada titik A.

. Carilah fungsi ax? + bx + c yang kurvanya mempunyai
persamaan garis singgung mendatar di titik (-2,-11).

. Suatu partikel bergerak dengan membentuk fungsi s(t) =
5 — 6t + 2t? dengan jarak s diukur dalam meter dant
dalam menit. Carilah kecepatan pada saatt = 1,5dan
kecepatan rata-ratasaat2 <t < 7.

c. y=

10. Sebuah batu dijatuhkan ke tanah dari ketinggian 256

meter. Tinggi  batu setelah t detik adalah h(t) =
4t2 meter.

a. Tentukan kecepatan batu setelah satu detik.

b. Tentukan kecepatan rata-rata padasaat3<t<7.

c. Kapan batu tersebut menyentuh tanah?
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BAB 10
TURUNAN (I)

Oleh Asri Nurhafsari, S.Pd., M.Pd.

10.1. Turunan Fungsi Trigonometri

Pada dasarnya untuk mencari turunan fungsi trigonometri
akan berkaitan dengan penggunaan rumus dasar turunan dan
aturannya seperti yang dijelaskan di bab 9. Soal-soal yang
berkaitan dengan turunan fungsi trigonometri juga biasanya
dikombinasikan dengan fungsi lainnya seperti fungsi aljabar,
logaritma, maupun eksponensial. Dalam bagian ini akan
diuraikan rumus untuk turunan fungsi trigonometri dan
beberapa contoh soal beserta penyelesaiannya.

Rumus Turunan Fungsi Trigonometri

Jika f(x) atau y merupakan suatu fungsi trigonometri, maka f'(x)
atau y' adalah turunan pertamanya. Ingat kembali bahwa notasi
turunan tidak hanya f (x) maupun y' tapi dapat juga dalam
bentuk notasi lain (lihat bab 9).

Perhatikan rumus berikut ini.

* y=sin x, maka y = cosx

* y=cosx maka y = —sinx

* y=tan x, maka y = sec?x

= y=cotx, maka y = —cosec?x

= y=secX maka y = secx tanx
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»= y=cosecx, maka y = — cosecx cotx

(Yahya, Suryadi and Agus, 2014; Ratnadewi et al., 2016; Pinem,
2017)

Contoh 10.1

Carilah turunan pertama dari fungsi trigonometri berikut ini.

a. f(x) =4 sin x—%cosx

b. y = 3x? — 5 tanx
Penyelesaian:

a. f(x) =4sin x— %cosx
Soal ini dapat diselesaikan langsung dengan menggunakan
rumus turunan fungsi trigonometri di atas, sehingga
f'(x) = 4 cosx —é(—sinx)

1 .
= 4cosx+§smx

b. y = 3x? — 5tanx
Untuk menyelesaikan soal ini dapat menggunakan rumus
aturan pangkat dan turunan fungsi trigonometri sehingga
y =3-2x>"! —5sec?x
= 6x — 5sec?x

Contoh 10.2

Carilah turunan pertama dari fungsi trigonometri berikut ini.

__8sint
Y =30e
b. f(x) = 6secx-sinx

a

Penyelesaian:

a. Untuk menyelesaikan y = ZL\/;;, digunakan aturan hasil bagi,

aturan pangkat dan rumus turunan trigonometri
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Misalkan:
__8sint—> y
Ve >V u = 8sint, maka u' = 8cost

3 3 3_
v=2Vt3 =2tz , maka 17’=2-Et2 e

uv—uv
v2

dengan menggunakan rumus y' = sehingga

3 1
'+ 8cost-2t2 —8sint-3t2
— ~
o)
3 1
__16t2 cost —24t2 sint

- 43

1
__ 4t2(4t cost—6sint)

43

__4tcost—-6sint
- - 5
t2

__4tcost-6sint
= o
b. Untuk  menyelesaikan soal f(x) = 6secx-sinx dapat

menggunakan aturan hasil kali atau dengan cara mengubah
persamaan dengan menggunakan identitas trigonometri.

Cara 1 _—
f(x) = 6secx-sinx Misalkan:
\_{T} l_ly_’ u =6secx,maka u' = 6secx tanx

v = sinx , maka v’ = cosx

Sehingga f (x) =uv+uv
f'(x) = 6secx tanx-sinx + 6 secx - cos X
= 6secx (tanx-sinx + cosx)
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CosX

= 6secx (ﬂ sinx + cosx)
COSX
= 6secx (ﬂ + cos X) ﬁgat kembali!

= 6secx (

1
= —_ 1
6secx (cosx) secx =

CosXx
= 6secx -secx
= 6 sec?x

Cara 2
dengan menggunakan rumus identitas trigonometri maka

f(x) = 6secx-sinx
1 .
=6 * sin x
COSX
sinx

sin2x+coszx) tan x = sinx

COS X CcosXx

COSX
=6tanx

karena f(x) = 6tanx, maka f (x) = 6 sec?x

Contoh 10.3
Jika diketahuiy = W, maka y' adalah ...
Penyelesaian

3sint—2cost

Untuk menyelesaikan y = , kita perlu mengubah

4 sint
bentuknya agar menjadi persamaan yang lebih sederhana.

3sint-2cost
= 1
y 2 sint Ingat!

__3sint 2cost
" 4sint  4sint cotanx =
3 1 COsS X
=-—-cott
4 2

3
Karena y = 2 %cott , maka turunannya dapat langsung

dicari menggunakan rumus turunan fungsi konstanta dan
turunan fungsi trigonometri, sehingga
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- 1
y=0-=>- (—cosec?t)
1
= — - (—cosec’ t)
= Lcosec?t
2

Jadi y nya adalah %coseczt
Contoh 10.4

Jika f(a) = sina_, _sina , maka nilai f' (ln) adalah ...
1+cosa 1-cosa 4

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal ini kita perlu menyamakan penyebut
terlebih dahulu kemudian ada beberapa rumus identitas
trigonometri yang perlu dipakai.

sina

f(a) — sina

1+cosa 1—cosa

__ sina(1-cosa) sina(l+cosa)
(1+cosa)(1—cosa) (14cosa)(1—cosa)

Ingat!

__sina(l1—cosa)+sina(1+cosa)
(1+cosa)(1—cosa) (a+b)(a—b) =a?— b?

sina-sinacosa+sina+sinacosa sin’x = 1 — cos?x
(1—cos?2a)

cosecx = —
2sina smx

" (1-cos?a)

2sina 2
= = = 2coseca

sin2a ~ sina
Karena f(a) = 2 cosecamaka f (a) = —2 coseca cota, sehingga
(1 1 1
f (Zn) = —2 cosec (Zn) - cot (Z“)

2 -4
= —2'\/—5' 1—5——2\/5
Jadi nilai dari f G n) adalah —2v2.
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Selain beberapa contoh di atas, sebenarnya masih banyak
lagi soal yang dapat dieksplorasi dari turunan fungsi
trigonometri. Intinya ketika menghadapi permasalahan terkait
turunan fungsi trigonometri biasanya kita akan menggunakan
beberapa rumus-rumus trigonometri agar lebih mudah dalam
penyelesaiannya. Jadi, rumus-rumus trigonometri memang
wajib untuk diingat kembali.

10.2. Aturan Rantai

Aturan rantai adalah aturan yang dipakai untuk
menyelesaikan  suatu turunan fungsi komposisi. Dengan
menggunakan aturan rantai kita dapat menyelesaikan turunan
dengan melakukan pemecahan komposisi fungsi menjadi
peubah lain.

Teorema:

Andaikan terdapat fungsi y =f(u) dan u=g(x). Jika g
terdiferensialkan di x dan f terdiferensialkan diu = g(x), maka
fungsi komposisi y = f(g(x)) dapat terdiferensialkan atau dapat
diturunkan di titik x dan berlaku:

Dy(f(g®)) = f (g(®)) g'(x)

dy _dy du
atau dx  du dx
atau ‘ y (0 =y'(w-u' ()

Aturan rantai Leibniz

(Purcell, Varberg and Rigdon, 2004; Ratnadewi et al, 2016;
Stewart, Clegg and Watson, 2021)

Contoh 10.5
Carilah turunan pertama dari fungsi berikut ini

a. y=(x3-2x*+3x—-1)
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b. y = (Vx - 5)*
Penyelesaian

a. Untuk menyelesaikan y = (x3 — 2x% + 3x — 1)7 kita dapat
melakukan pemisalan terlebih dahulu.

Misal: u = x® — 2x% +3x — 1 sehinggay = u’
d — 3x2 — 4x + 3 Y _ 7y6
dx du

Kemudian cari y' dengan rumus aturan rantai

_dy _dy du
T dx  du dx
y =7u®- (3x* —4x +3)
— 7(3X2 —4x+3) u® y» masukkan nilai u sesuai pemisalan

= (21x* —28x+21) (x3 —2x* +3x—1)°

b. Soal ini dapat diselesaikan dengan aturan rantai namun perlu
mengubah bentuk akar menjadi pangkat agar lebih mudabh.

1
Misal:u= Yx—-5=x3—5 sehinggay = u*

du 1 -2 dy _ 3
dx 3X ; du = 4u
_dy _dy du
T dx  du dx
1 -2
= 4u3- (—x 3)
3
4 _2
_ EX W3 y» masukkan nilai u sesuai pemisalan
— 4 (4R 5
3 3 _ 3
=5 x-5)%=5=(Rk-5)
3x3 \/_
Contoh 10. 6

a. Jika diketahui h(m) = v'm + v/m maka nilai h'(1) adalah...
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b. Jika f(x) = maka nilai dari f'(4) = ---

6
31/(x2—2x)2'

Penyelesaian

a. Untuk menyelesaikan soal ini kita dapat melakukan
pemisalan, ubah bentuk akar menjadi bentuk pangkat
kemudian selesaikan dengan aturan rantai.

h(m) =vVm ++vVm = (m+m%)%

1 1

Misal: u=m+ \/ = m + mz sehingga h(m) = uz
du -1 dh(m) 1 -1

dm 1 + m 2 T =-U 2

Kemudian masukkan rumus aturan rantai
d h(m) d h(m) du

h'(m) = du

du dm
1 1
= (l u_f) . (1 + lm_E)
2 2

—(L). ( + _) masukkan nilai u sesuai pemisalan
2Vu 2vm

- (7))

_ ( 1 > ) (2\/6+1)
2+ m+vm 2vm
_ 2vm+1
 (2/m+vm) 2vm
2vm+1

4 /m(m+\/a)
_ 2Vm+1

N 4y/m2+mvm
Selanjutnya mencari nilai dari h' (1)
h'(1) = 2v1+1

4 12+1ﬁ
3
== n =2

Jadi nilai dari h'(1) adalah 5\/7
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b. Untuk menyelesaikan soal ini kita dapat menggunakan
langkah yang sama seperti pada penyelesaian soal 10.6a di
atas.

2
S 2 _ 3
f(x) = m =6(x"—2x) 3
2
Misal: u = x? — 2x sehingga f(x) = 6u 3
du df(x) -2 _3
dX—Zx—Z ™ 6( )u 3 = —4u 3

Kemudian masukkan rumus aturan rantai
df(x) df(x) du
f( ) T dx T du dx

f'(x) = —4u” 3-(2X—2)
= 4(2x — 2)(x% — 2%) 73

5
=(-8x+8)(x*—2x)73
Selanjutnya mencari nilai dari f (4)

£(4)= (-8-4+8)(4*—2-4)":

= (-2)(®)
= (-2 (2
= (~24)- 27
24 24 3
25 32 4

Jadi nilai dari f'(4) adalah —%

Selain beberapa contoh di atas, aturan rantai juga dapat
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan pada turunan
fungsi trigonometri. Berikut ini beberapa contoh soalnya.

Contoh 10.7

Tentukan turunan pertama dari fungsiy = 5 cot ( x2 — 2)
Penyelesaian:

Misal: u = %xz -2 sehingga y = 5cotu
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du 3 dy 2 2
— ==X ey —_ — —
== 3 ™ 5 (—cosec“u) 5 cosec“u

Kemudian masukkan ke dalam rumus aturan rantai

__dy _dy_du
y T dx  du dx

3
= —5 cosec?u - (EX)
15 )
= ——x - cosec’u

5
= —Lxcosec? Cx2 - 2)
2 4

Contoh 10. 8

2
Tentukan turunan pertama dari fungsi y = cos (%)
Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal ini kita perlu menggunakan aturan
rantai dan juga aturan hasil bagi. Pemisalan yang dilakukan
dapat menggunakan variabel yang berbeda agar lebih
memudahkan.

Misal : a = :’% sehingga y = cosa
. da . dy .
Untuk mencari " atau a', dapat -, = —sina
menggunakan rumus aturan hasil bagi.
misal : u = 3t?, u' = 6t
v=t+2, vi=1
E _ a' _ uv-uv
dt v2

6t(t+2)—1-3t?

(t+2)2
_ (6t2+120)-3t2 _ 3t2+12t
- (t+2)2 T(t+2)2

Setelah itu masukkan ke dalam rumus aturan turunan.

_dy _ dy da
T dt  da dt
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— _sina- (3t2+12t)
- (t+2)2

masukkan nilai a sesuai pemisalan

3t2+12t
sina [~

-7 (t+2)2
3t2+12t . (3t2
= T oz M (E)
Contoh 10.9
Tentukan % dari fungsiy = 2 sin*(x® — 5x? + 3).

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal ini kita perlu menggunakan aturan
rantai lebih dari satu kali.

y = 2sin*(x® — 5x% + 3) = 2(sin(x® — 5x% + 3))*

Misal : u = sin(x® — 5x? + 3) sehingga y = 2u*
. d d
Untuk mencari —, dapat =gy
dx du
menggunakan rumus aturan pangkat.
misal :
a=x3-5x?+3 sehingga u=sina
da _ 2 _ d_u _
ol 3x 10x T, — cosa
d
masukkan ke rumus aturan pangkat untuk mendapatkan d—z

du du da [ —» aturanrantaiyang pertama

dx da dx
= cosa- (3x? — 10x)
= (3x%? — 10x) cosa
= (3x? — 10x) cos(x3 — 5x% + 3)
dy

Karena kita sudah mendapatkan%dan juga T kita dapat

menggunakan kembali aturan rantai untuk mendapatkan hasil
dy
dx [ ——» aturanrantai yang kedua
dy _dy du
dx  du dx
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= 8u3 - (3x%? — 10x) cos(x3 — 5x% + 3)

masukkan nilai u

= (24x% — 80x) cos(x3 — 5x* + 3) u® sesuai pemisalan
= (24x? — 80x) cos(x® — 5x2 + 3) (sin (x> — 5x? + 3))*
= (24x? — 80x) cos(x3 — 5x? + 3) sin*(x® — 5x% + 3)

Jadi nilai % = (24x% — 80x) cos(x® — 5x% + 3) sin*(x® — 5x? +
3)

10.3. Turunan Tingkat Tinggi

Sebuah fungsi f terdiferensiasi dengan menghasilkan
sebuah fungsi baru yaitu f' atau kita sebut faksen sebagai
turunan pertama dari fungsi f. Jika f' diturunkan lagi maka kita
akan mendapatkan fungsi lain yaitu f atau kita sebut sebagai
turunan kedua dari fungsif. Selanjutnya jika turunan kedua
diturunkan lagi maka akan menghasilkan fungsif'"' atau yang
disebut turunan ketiga. Jika dari turunan ketiga diturunkan lagi
maka akan menjadi turunan keempat yang dinyatakan sebagai
f(), dan seterusnya. Perhatikan notasi untuk turunan tingkat
tinggi berikut ini.

Tabel 10.1 Notasi turunan tingkat tinggi

Notasi untuk turunan suatu fungsi y = f(x)

Tingkatan turunan Notasi | Notasi | Notasi | Notasi
. . Leibniz
f y D
Turunan Pertama f' (%) y Dyy dy
dx
Turunan Kedua f'(x) y' DZy d%y
dx?
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Turunan Ketiga (%) y" D3y d3y
dx3
Turunan Keempat fOx | y® Diy d*y
dx*
Turunan Kelima fOx | y® Dyy d’y
dx5
Turunan Keenam fOx) | y® D¢y d®y
dx®
Turunan Ketujuh fOx | y? D7y d’y
dx”
Turunan ke-n fMx) | y® DRy d"y
dxn

(Sumber: Purcell, Varberg and Rigdon, 2004; Ratnadewi et al.,, 2016)

Selain itu jika ada suatu fungsi yang berbentuky = uv
maka turunan yang lebih tinggi untuk fungsi tersebut adalah
sebagai berikut.

y =) =uv+uv
y =@v) =uv+2uv +uv"
y =(v) =uv+3uv +3uv +uv"

uv ™
m

-3 () wen

k=0

Koefisien di atas merupakan koefisien binomial (dari segitiga
Pascal) yaitu.
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m ! o
(k) = ﬁ = Cy' (kombinasi)

Aturan di atas disebut juga aturan Leibniz. (Yahya, Suryadi
and Agus, 2014)

Berikut ini adalah beberapa contoh soal terkait turunan tingkat
tinggi.
Contoh 10.10

Jika diketahui fungsi f(x) = 3x® — 2x° + x® — 4x. Tentukan
turunan kelima dari fungsi tersebut.

Penyelesaian

f(x) = 3x° — 2x5 + x3 — 4x, maka

f = 18x5 — 10x* + 3x% — 4

f'® = 90x* — 40x3 + 6x

f"'(x) = 360x3 — 120x?

f®(x) = 1080x% — 240x

f®)(x) = 2160x — 240

Jadi turunan kelimanya adalah f® (x) = 2160x — 240
Contoh 10.11

3
Carilah turunan ketiga atau % dari fungsiy = (3t + 5)3.

Penyelesaian

a. Untuk menyelesaikan soal y = (3t+5)3 kita perlu
menggunakan aturan rantai.

Turunan pertama
Misal:u = 3t+5 sehingga y = u3

du _ Y _ 3,2

e au =~ Su
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_dy_dy.du

dt ~ du dt
=3u?-3
= 9u?
=93t +5)2
Turunan kedua
y =-2=9(3t+5)?
Mlsal ru=3t+5 sehingga y = -= = 9u?
du _ 4 (d) _
x =3 du (dt) - 18u

Masukkan kembali ke rumus aturan rantai sehingga
y' = % =18u-3
=54u
=54(3t+5) =162t + 270
Turunan ketiga
y' = %— 162t + 270
karenay merupakan fungsi linear yang sederhana sehingga

d3
y' =75 =162

. 3
Jadi turunan ketiga atauy = % = 162.

Contoh 10.12
Jika diketahui fungsi f(u) = % + iu tentukan f*)(3)

Penyelesaian:
Untuk menyelesaikan f(u) = u3—2 + %u kita perlu mengubah
bentuk soal agar lebih mudah dikerjakan.

f(u) = us—z+%u = 3u~? +%u

fu)y=3-(-2)u3+ i = —6u3 +i

f'(w) = (=6)(=3)u™* = 18u*

f"(u) = 18(—4)u™> = =72u”®

fF® () = (=72)(=5)u~6 = 360u~° = X2

ué
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Selanjutnya mencari f*(3) = 33% = % = g

Jadi nilai dari f¥(3) adalah g

Contoh 10.13
Jika diketahui fungsi f(x) = :—i tentukan f ' (2)

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal ini kita dapat menggunakan rumus
aturan hasil bagi.

Turunan pertama

2x2
f(x) =—
) ==
Misal : u = 2x? u = 4x
v=5—x v =—1
. ' u'v—uv'
Sehinggaf (x) = =
_ 4x(5-x)—2x2%(-1)
- (5-x)?
_ 20x—4x%+42x% _ 20x—2x2
- (5—-x)2 T 25-10x+x2
Turunan kedua
' 20x—-2x2
f(x) =——
( ) 25—-10x+x2

Misal :u = 20x —2x2 —> u =20 —4x
v=25-10x4+x* —> v =—-10+2x

uv-—uv

Sehingga f (x) =

V2
_ (20-4x)(25-10x+x2)—(20x—2x2) (—10+2x)
- (25-10x+x2)2

f'(x)

_ (500-200x+20x?—100x+40x2—4x>)—(—200x+40x?+20x2—4x>)
- (25-10x+x2)2

(500-300x+60x%—4x3)—(—200x+60x%—4x3)
(25-10x+x2)2

__ 500-300x+60x%—4x3+200x—60x2+4x>
- (25-10x+x2)2
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_ 500-100x
T (25-10x+x2)2

Selanjutnya mencari nilai f (2) yaitu

£'(2) = 500-100(2) __ 500-200 _ 300 _ 300
T (25-10(2)422)2  (25-20+4)2 92 81
300

Jadi nilai dari f (2) adalah

81

Contoh 10.14

. _ d3y d8y
Jikay = cos 2x tentukan o , dan s
Penyelesaian:

y = CO0Ss 2X

d .

= _2sin2x

dx

d%y

oz 4 cos 2x

ddy . o
= 8 (— sin 2x) = 8sin 2x
dty

i 16 cos 2x

Ly _ 32 (—sin2x) = —32sin 2x
dx5

dy

&=—64c052x

9 _ 128 (—sin2x) = 128 sin 2
= (—sin2x) = sin 2x
d8y

= 256 cos 2x

dx8

. : d
Jadi turunan ketiga atau -

— = —8sin2x dan turunan kedelapan

d8
atau — = 256 cos 2x.
dx8
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Contoh 10.15

Sebuah benda bergerak sepanjang suatu garis mendatar
sehingga posisinya pada saattadalahs(t) = t3 — 4t% 4+ 2t — 5.
Jarak satuannya meter dan t dalam detik. Tentukanlah:

a. Kapan benda tersebut berhenti?
b. Berapa percepatannya saatt = 9 detik?

Penyelesaian:
Perlu diketahui bahwa:

e Kecepatan (velocity) adalah turunan pertama dari suatu

jarak/lintasan dinyatakan dengan v = %

e Percepatan (acceleration) adalah turunan pertama dari

kecepatan atau turunan kedua dari suatu jarak/lintasan
. dv  d?%s

dinyatakan dengana = il

Sehingga untuk menyelesaikan soal 10.15 ini kita dapat

menggunakan rumus di atas.

a. Diketahui s(t) = t3 — 9t? + 8 sehingga

kecepatanv(t) = s' = % = 3t? — 18t

Benda akan berhenti jika kecepatannya adalah 0,
vit) =0

3t — 18t =0

3t(t—6)=0

t=0ataut=16
Jadi benda akan berhenti atau diam saat t = 6 detik.

b. Untuk menentukan percepatan dengan menggunakan hasil
di atas.
v(t) = 3t? — 18t
a) =v () =s(t) =6t—18
Sehinggaa(3) =6-9—-18=54-18 =36
Jadi besar percepatan saatt = 9 detik adalah 36 m/ detik?
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10.4. Soal-Soal Latihan

Kerjakanlah soal-soal latihan berikut ini dengan tepat.

1. Carilah turunan pertama dari fungsi-fungsi berikut ini.
a. y=3x%+ Vx5 —2cotx
b. f(x) = 5sin2x — cos 3x
C. y=55ecx—icotx
d. f(t) = %tan tsin 2t

e. y=6x?-4cotx

f __2sinx
- ¥ = tan x
1
= COSX
g' y_ 9&

h. f(t) = 2tcost—2sint+t?sint
. sin u+ cosu
I f(LI) = T

J. y=(1+cosx)( L 1)

sinx tanx

sin?

2. Diketahui suatu fungsi f(a) =

£ (5m)-

3. Diketahui fungsi f(u) =

T
r(3)
4. Jika diketahui f(x) = 4x? tan 2x maka f (1) = ---
5. Gunakan aturan rantai untuk menyelesaikan turunan

pertama fungsi berikut ini.

3
a. f(h) = (h*—2h3+5h—-2)7

2 , tentukanlah nilai dari
1—cosa

sinu—cosu . .
————, tentukanlah nilai dari
cosu +sinu

b. y=(x3-3x?+5x—9)!01

c. f(x) =1 —2x*+ 6x)3
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5

x3-1
d. y= (X3+1)
e. y=7tan (%x6 — 5X4)
2x+5
f. y=cos ( ;(xz )
g y=sin®(Bx?+4x—1)
f(x) = =8 cos (x3 + 3x% +x)3

i. y=cos* (ﬂ)

x—1

j. y=[2sin%(cosx)]
o0s?

1-c
1+cos?

6. Diketahui fungsi f(t) =

t . Tentukanlah nilai f'(1).

7. Diketahui f(a) = 2 sin3a. Tentukan nilai f G)

8. Jika diketahuiy = x(1 + cotx)3, makay = ---

9. Tentukan turunan ketiga dari fungsi berikut ini.

a f(X)=X4—3X2+5X—§
1

b. y=t—_1

c. y = sin(4t)

d. f(x) = —+=x+Vx

4
10. Diketahui fungsiy = (3 — 2x)° tentukan %
2
11. Diketahui suatu fungsi f(s) = (S:Tll) tentukanlah f'(3).

12. Diketahui suatu fungsi f(t) = t(1 — t?)3, tentukanlah nilai
dari f'(2).

2
13. Jikay = 8 cos?t maka % adalah ...

14. Sebuah benda bergerak sepanjang suatu garis koordinat
mendatar sehingga posisinya pada saat t adalah s = f(t) =
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15.

%t“ + 5t3 — 12t. Jarak satuannya meter dan t dalam detik.
Tentukanlah:

a. Kecepatan dan percepatan dalam t.
b. Kecepatan dan percepatan saatt = 2 detik

Sebuah benda bergerak sepanjang suatu garis sehingga
jaraknya dari titik O di setiap saat t adalah

f(t) = ct®> +dt> =5t . Jika pada saat t=1 dan t=5
mempunyai kecepatan nol, maka tentukan nilai %.

183



DAFTAR PUSTAKA

Pinem, M.D. (2017) Kalkulus untuk perguruan tinggi. Rekayasa
Sains.

Purcell, E.J., Varberg, D. and Rigdon, S.E. (2004) Kalkulus Jilid 1
edisi kedelapan. kedelapan. Penerbit Erlangga.

Ratnadewi et al. (2016) Matematika Teknik Untuk Perguruan
Tinggi. edisi revisi. Rekayasa Sains.

Stewart, J., Clegg, D. and Watson, S. (2021) Calculus Early
Transcendentals Ninth Edition, Metric Version. 9e edn.
Cengage Learning, Inc.

Yahya, Y. Suryadi, D. and Agus (2014) Matematika Dasar
Perguruan Tinggi. Jakarta: Penerbit Ghalia Indonesia.

184



BAB 11
TURUNAN (1)

Oleh Ulfah Sa’adah, M.Pd.

11.1. Turunan Fungsi Implisit

Persamaan fungsi dalam bentuk implisit dituliskan
f(x,y) = 0. Jika fungsi bentuk implisit ini ditentukan turunannya

yaitu %, maka ada dua cara yang dapat dilakukan untuk mencari

turunannya, yaitu dengan cara:

1. Mengubah fungsi implisit tersebut menjadi bentuk eksplisit
yaituy = f(x), lalu diturunkan fungsi tersebut terhadap
variabel x sehingga diperoleh %.

2. Melakukan differensial langsung yaitu mendifferensialkan
variabel x dan variabel y secara bergantian. Kemudian

dihubungkan keduanya sehingga diperoleh %. (Pinem, 2015)

11.2. Garis Singgung dan Garis Normal Fungsi

Sebuah fungsiy = f(x) jika disinggung oleh sebuah garis,
maka gradien garis singgungnya yaitum =y =f(x). Coba
perhatikan gambar berikut ini.
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320 reperenal

o= = e = —T

Gambar 11.1 Garis normal dan Garis singgung
(Sumber: Penulis, 2023)

Berdasarkan gambar diatas, PR = garis normal; PQ = garis
singgung, QP' = sub tangen = proyeksi QP pada sumbu-x dan RP’
= sub normal = proyeksi RP pada sumbu-x.

Andaikan fungsi y =f(x) di atas adalah kontinue dan
differensiabel dan titik P(x,,y;) ada pada fungsi y = f(x), maka
gradien garis singgung di titik P adalahm = y = f (x), sehingga:

e Persamaan garis singgung (tangen) (PQ) di titik P ialah:

y—y1 =m(X—xq)
e Persamaan garis normal (PR) di titik P ialah:

Yy—¥n :_E(X_Xl)

Garis normal dan garis singgung merupakan dua buah garis
yang saling tegak lurus, sehingga diperoleh hubungan
gradien sebagai berikut.

m;.m, = —1

e Apabila koordinat titik Q(x,,0), maka persamaan garis
singgung:
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0 —y; = m(x, — xq), diperolehx, =x; — %, ataux; —x, =
Y1

m
Dari gambar 11.1 diperoleh:
QP = OP — 0Q = x; — X, yang sama dengan % sehingga:

Panjang garis sub tangen (QP)=x; — x, = YL

m
e Apabila koordinat titik R(x3,0), maka persamaan garis
normal:
0—y, =— i (x3 — X,), diperoleh x; — x; = m.y;,

Dari gambar 11.1 diperoleh:

RP' = OR — OP' = x3 — x4 sama dengan m. y,, sehingga: Panjang
garis subnormal (RP)=x; —x; = m.y,

\,

-ﬁ_—_ —
T e — — — ——

q
nl G ]

Gambar 11.2 Panjang garis singgung dan normal
(Sumber: Penulis, 2023)

Berikut penentuan panjang garis normal dan panjang garis
singgung (tangen) dan dengan menggunakan teorema
Phytagoras.

Perhatikan segitiga QP'P:

187



(PQ)? = QP+ (PP)? = (2) +y2

(PQ)? =1L ty,2= +““y1 yi(HmZ) maka diperoleh:
=ty = — — , peroleh:
Panjang garis singgung adalah : PQ = —\/ 1+m

Dari segitiga PP'R:

(PR)? = (P'R)? + (PP")? = (m.y;)? + y;2 = y;?(m? + 1), maka
diperoleh:

Panjang garis normal adalah: PR = y; V1 + m?2.

11.3. Diferensial dan Hampiran

Diferensial adalah sebutan lain dari turunan. Jika nilai
. f(x+Ax)—f(x)
lim ——————=
AxX—0 Ax
terdiferensialkan di x dan diferensiasi merupakan proses dalam
menemukan turunan. Berikut penjelasan dari derivatif dan

diferensial.

ada, maka artinya bahwa fungsi tersebut

Jika ditentukan suatu fungsi f dengan daerah domain D. Jika x4
adalah anggota D, maka f(x;) ada dan tunggal. Jika D; adalah
himpunan bagian dari D dimana fungsi f mempunyai derivatif,
maka:

o Jika x, anggota dari Dy berarti bahwa f(x,) ada dan tunggal

Fixatda}=rixy]
Ar

serta juga maka f'(x,) = lﬁlir'n'_I ada dan tunggal
b e

o Jika x; anggota dari [y berarti bahwa f(x;) ada dan tunggal

|'|:l.--+.5.1::l l|'|f1: ]
ix

serta juga maka f'(x.) = ..'!l ada dan tunggal.

o Jika x, anggota dari D, berarti bahwa f(x,) ada dan tunggal
tetapi f'{x, ) tidak ada atau tidak tunggal
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Agar lebih memahami penjelasan diatas maka dapat dinyatakan
dalam sebuah diagram panah seperti gambar berikut:

D |4
D, .
X, f > fix,)
X- "' fri-r:]
.TS #r{.t';]
e —» flx,)
Gambar 11.3 Pemetaan '

(Sumber: Penulis, 2023)
Perhatikan gambar 11.3, untuk setiap anggota D, diperoleh
nilai f' yang tunggal. Artinya bahwa didapat fungsi baru yaitu f'
dengan domain D;. Fungsi baru ini merupakan fungsi derivatif
dari fungsif. Proses menemukan fungsif dari fungsi f ialah
turunan.

Dari contoh diatas, fungsi f disebut diferensiabel (dapat
diturunkan) jika memenuhi beberapa syarat berikut:

I (x40 1— (&)
1. !:“-“ IL"............._-J!:.-.-... a da
Ay =il &x

Jimnw ini dikatakan ada apabila hasil limit kiri
K=

bernilai sama dengan limit kanan.
2. Domain Dy dari fungsi /' sama dengan domain D fungsi
0 = Dy).
Agar lebih memahami uraian diatas, maka perhatikan teorema
berikut ini.
Teorema

llika ['{c) ada maka [ kontinu dititik |

Bukti:
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Karena fungsi f diferensiabel pada x = ¢, berarti f'(c) ada. Akan
ditunjukkan bahwa lim f(x) = f(c).

f(x) = f(c) + M( —C),X*CcC

Karena lim f(x) = lim [f(c) + O x— c)]
X—=C X—=C X—C

f(x) — fi
= limf(c) + liliim(x —c)
X—C X—C X—2C X—C

= f(c) + £'(¢).0

= f(c)
Diperoleh lim f(x) = f(c), maka disimpulkan bahwa fungsi f
X—C

kontinu padax = c.

Berdasarkan teorema diatas dijelaskan bahwa jika terdapat
suatu fungsi yang memiliki turunan di sebuah titik, maka fungsi
tersebut kontinu di titik itu. Akan tetapi, tidak berlaku
sebaliknya dikarenakan ada fungsi yang kontinu pada suatu titik
tetapi tidak mempunyai derivatif pada titik itu. Jadi kekontinuan
suatu fungsi adalah syarat perlu untuk adanya derivatif, namun
bukan syarat cukup.

Perhatikan ilustrasi dari gambar berikut:

v :
T ¥ =[f{x]

1
[
L=
==

Gambar 11.4 Arti % dari grafik fungsiy = f(x)

(Sumber: Penulis, 2023)
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Dari gambar diatas, pada kurva dibuat dua titik yaitu P(x,y) dan

Q(x + Ax,y + Ay) yang berdekatan letaknya. Sehingga dapat
4y _ LK _RQ d di :

= wN = pg Sama dengan gradien garis
singgung PQ dan f'(x)= % = |jm (A0

Ax—0 Ax

dinyatakan bahwa

Dari gradien garis singgung titik P yang memotong RQ pada titik
T, diperoleh:

f'(x) = % = % atau RT = f (x) . Ax

Inilah yang dikatakan sebagai diferensial y (yang sesuai dengan
perubahan Ax pada x) dimana lambangnya dituliskan sebagai dy.
Sehingga dapat dinyatakan bahwa dy = f (x) . Ax.

Jika kita ingin memandang dy untuk memperoleh arti diferensial
yang bersesuaian itu. Maka, cobalah perhatikan fungsi identitas
f(x) = x. Dari fungsi tersebut diperoleh:

dy = f (x).Ax
= 1.Ax
=Ax (i)

Karena dalam fungsi identitas y = f(x) = x, maka dapat
dituliskan:

dy =d[f®)]=dx . (i)

Berdasarkan persamaan (i) dan (i) diperoleh
dx = Ax.]Jadijika diketahui y = f(x), maka:

dy =d[f(x)] = f'(x)dx

Berdasarkan uraian diatas, akan dijabarkan definisi formal dari
diferensial.

Misalkan y = f(x) terdiferensialkan di x dan misalkan bahwa dx
diferensial dari variabel bebasx, menyatakan penambahan
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sembarang dari x. Diferensial yang bersesuaian dengan dy dari
variabel tak bebas y dtuliskan:

dy = f'(x)dx

Diferensial berperan juga sebagai nilai hampiran. Pada gambar
11.4 diatas, misalkan y = f(x), dan jika x diberikan penambahan
sebesar Ax, maka y juga mendapatkan penambahan yang sama
sebesar Ay, yang besar nilainya dapat dihampiri oleh dy, maka
f(x + Ax) diaproksimasi oleh:

f(x + Ax) =~ f(x) + dy = f(x) + f (x)Ax
(Saraswati Sari and Rodliyah lesyah, 2020)
11.4. Soal-soal Latihan

dy

dx
mengubahnya terlebih dahulu menjadi bentuk eksplisit dan

dengan cara turunan langsung.

1. Tentukan dari fungsi 2xy +x*+ 1 =0 dengan cara

2. Tentukan % dari fungsi x*+y?—4=0 dengan cara

mengubahnya terlebih dahulu menjadi bentuk eksplisit dan
dengan cara turunan langsung.

3. Tentukan % dari fungsi 3x%y + 4xy? — 5 = 0 dengan cara
turunan langsung.

4. Tentukan % dari fungsisinZx + cos2y + 3 = 0 dengan cara
turunan langsung.

5. Tentukan % dari fungsi 3tan (3xy) + cos (3x) = 0 dengan
cara turunan langsung.

6. Tentukan % dari fungsi Xy y = 0 dengan cara turunan

langsung.
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10.

11.

Ubahlah bentuk fungsi implisit x—4y +y?—16 =0
menjadi bentuk eksplisit dan tentukan turunannya %.

Sebuah fungsiy = f(x) = x? — 2x + 2. Tentukan:

a. Persamaan garis normal dan persamaan garis singgung

b. Panjang garis normal dan panjang garis singgung

c. Panjang garis sub normal dan panjang garis sub tangen
(singgung)

Diketahui fungsi y = 2x + 3x* — x3. Tentukan:

a. Persamaan garis normal dan persamaan garis singgung

b. Panjang garis normal dan panjang garis singgung

Tentukan nilai hampiran dari 4,6 dan /8,2 tanpa

menggunakan kalkulator.

Gunakan diferensial untuk mengaproksimasi penambahan

luas sebuah gelembung sabun pada saat jari-jarinya

bertambah dari 3 cm menjadi 3,025 cm.
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BAB 12
PENGGUNAAN TURUNAN

Oleh Yunita Oktavia Wulandari, S.Si., M.Pd.

12.1. Pendahuluan

Teknik menggambar fungsi dengan turunan. Turunan
mempunyai banyak manfaat, salah satunya adalah untuk
menggambar kurva fungsi lebih akurat. Untuk membuat sketsa
grafik fungsi, kita dapat menggunakan konsep turunan pertama
dan kedua. Berikut merupakan langkah-langkah:

1. Langkah pertama: Analisis Pra Kalkulus

a. Memeriksa domain dan range fungsi,

b. Memeriksa apakah fungsi genap, ganjil, atau bukan
keduanya.

c. Menentukan titik potong grafik dengan sumbu x dan
sumbu y.

2. Langkah kedua: Analisis Kalkulus

a. Menggunakan turunan pertama untuk menentukan titik
kritis serta interval dimana fungsi naik dan turun.

b. Mengecek titik kritis untuk maksimum dan minimum
lokal.

c. Menggunakan turunan kedua wuntuk menentukan
interval di mana grafik tersebut cekung ke atas, cekung
ke bawah serta menentukan titik beloknya.

d. Mencari asimtot.

3. Langkah ketiga: Menggambar beberapa titik, termasuk titik
kritis dan titik belok.
4. Langkah keempat: Mensketsa grafik fungsinya (Varberg et

al., 2007)(Tim Dosen Kalkulus 1, 2020).
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Contoh

—4x
142x

Gambarkan sketsa grafik fungsi f(x) =

Penyelesaiaan

Langkah 1:

a. Menentukan domain dari f(x)

Karena fungsi f merupakan fungsi rasional, maka penyebut
tidak boleh 0.

1
1+2X¢0—>2X¢—1—>X¢§

Sehingga didapatkan D¢ = {x € R|x # %}.

b. Menentukan kesimetrian fungsi
—4(—x) 4x
f(—x) = =
1+2(—x) 1-2x

Karena f(—x) # f(x) dan f(—x) # —f(x), maka fungsi f bukan
fungsi genap dan bukan fungsi ganjil.
c. Menentukan titik potong dengan sumbu-x dan sumbu-y

e Titik potong dengan sumbu-y

Untuk x = 0, maka f(0) = O _9_

1+2(0) 1
Jadi, titik potong dengan sumbu-y di titik (0,0).
e Titik potong dengan sumbu-x

Untuk y = 0, maka f(x) = 1142XX =0
- —4x=0
-»x=0

Jadi, titik potong dengan sumbu-x di titik (0,0).
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Langkah 2:

a. Mencari turunan pertama untuk menentukan titik Kritis
serta interval dimana fungsi naik dan turun

—4x
G = T
£ (x) (14 2x).Dy(—4x) — (—4x).D.(1 + 2x)
~ = (1+ 2%)2
1+ 20(-4) +4x(2)
B (1+ 2x)?
_ —4- 8x + 8x
(1+2x)?
_ —4
(14 2x)?

Karena pembilang turunannya adalah konstanta, maka
turunannya akan tidak akan pernah sama dengan nol. Jadi,
satu-satunya nilai kritis untuk turunan pertama akan terjadi
ketika turunannya tidak terdefinisi (penyebutnya nol).
(1+2x)2?=0->1+2x=0

-»2x=-1
1
> X=——=
=72
Penyebutnya hanya akan menjadi nol jika x = —%. Namun,

nilai ini tidak termasuk dalam domain fungsi dan juga di
mana asimtot vertikal berada. Oleh karena itu, kita tidak
memiliki nilai kritis untuk turunan pertama.

Menentukan interval dimana fungsi naik atau turun

Untuk fungsi f (x) =ﬁini, kita hanya memiliki dua

interval untuk dilihat

(== 3)dan -5
—00, — — —— 0
T an oK
Karena pembilang turunan adalah -4 merupakan suatu

konstanta maka pembilangnya akan selalu negatif,
sedangkan penyebutnya dikuadratkan sehingga akan selalu
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198

positif. Oleh karena itu, turunannya akan selalu negatif,
yang berarti fungsinya selalu menurun.

Menentukan setiap ekstrem relatif

Karena fungsi ini tidak memiliki nilai kritis dan selalu
menurun, tidak ada ekstrem relatif.

Menggunakan turunan kedua untuk menentukan letak di
mana grafik cekung ke atas dan cekung ke bawah dan

menentukan titik belok.

—4
(1+2x)?
- f(x) = —4(1 4 2x)72
- (%) = —4(=2)(1 + 2x) 727 L. D, (1 + 2x)
- f'(x) =8(1+2x)73.2

16
T (14 2x)3

Turunan fungsi pertama f (x) =

16

Jadi turunan fungsi keduanya f (x) = REemE

Interval yang harus kita uji adalah

(o) (-3:)

16 + ! +
(1+2x)3 -

A
«

f® .

Y
[
v

N|

Pada interval (—00, - %) nilai f (x) < 0, maka pada interval
tersebut fungsi cekung ke bawah. Sedangkan pada interval
(—%, 00) nilai f (x) > 0, maka pada interval tersebut fungsi
cekung ke atas.

Temukan titik-titik belok. Satu-satunya perubahan
kecekungan terjadi padax = —1/2 tetapi ini tidak dapat



menjadi titik belok karena tidak termasuk dalam domain
f(x).

d. Menentukan asimtot

Tetapkan penyebut sama dengan nol untuk mencari
asimtot vertikal.

1
1+2x=0—>2x=—1—>x=—5

Jadi asimtot vertikalnya adalah x = — %

Bandingkan pangkat derajat dari pembilang dan penyebut
untuk menemukan asimtot horizontal, jika ada.

Pangkat derajat dari pembilang: 1

Pangkat derajat penyebut: 1

Pangkat derajat sama sehingga asimtot horizontal adalah
sama dengan rasio koefisien.

y=75=
Asimtot horizontal berada diy = —2. Karena ada asimtot

horizontal maka tidak perlu mencari asimtot miring.
Langkah 3 dan 4

Sekarang Anda akan memplot semua titik dan asimtot yang telah
Anda temukan pada langkah sebelumnya dan kemudian
hubungkan titik-titik tersebut dengan kurva halus.

Dari langkah 2 kita tahu di mana fungsi tersebut naik/turun dan
kecekungannya.

Pada interval (—00, — %), fungsi turun dan cekung ke bawabh.

Pada interval (— %, 00), fungsi turun dan cekung ke atas.
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Gambar 12.1 Grafik fungsi f(x) =
(Sumber: Ashlock, 2019)

1+2x

12.2. Kemonotonan dan Kecekungan

Definisi 12.2.1 (Kemonotonan)
Misalkan fungsi f terdefinisi pada selang I, maka fungsi :

1. fnaik pada selangljika untuk setiap x;,x, €1, dengan
X1 < X5, makaf(x;) < f(x;).

2. fturun pada selangljika untuk setiap x;,x, €1, dengan
X; < X5, maka f(x;) > f(x,).

3. fmonoton pada selang I jika f naik atau turun pada I.

(Jeter, 2018)

Teorema 12.2.1 (Uji Turunan Pertama untuk Kemonotonan)
Misalkan f kontinu pada selang I dan terdiferensialkan
pada setiap titik dalam selang I, maka
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1. fnaikpadal,jikaf’(x) > 0 untuksetiapx € L.
2. fturunpadal, jikaf’(x) < Ountuksetiapx € L

Definisi 12.2.2

Misalkan f(x) terdiferensial pada interval terbuka, I = (a, b), jika
f(x) naik pada I maka f dan grafiknya cekung ke atas pada
interval I, dan jika f'(x) turun pada I maka f dan grafiknya
cekung ke bawah pada I.

Teorema 12.2.2 (Uji Turunan Kedua untuk Kecekungan)

Misalkan f mempunyai turunan kedua pada interval terbuka [ =
(a,b), maka:

1. grafik f(x) cekung ke atas pada I, jika f”(x) > 0 untuk
semua X € I,

2. grafik f(x) cekung ke bawah padal, jikaf”(x) < 0 untuk
semuax € L

Definisi 4.3.2. (titik belok / titik balik)

Misalkan fungsi f(x) kontinu di titik c. Titik (c, f(c)) disebut titik
balik dari grafik fungsi f(x) jika f(x) cekung ke atas pada suatu
sisi dan cekung ke bawah pada sisi lainnya dari titik c.

Dalam pencarian titik-titik balik, kita mulai dengan
mengidentifikasi  titik-tittk x di mana f”(x) = 0 dan
f”(x) tidak ada . Setelah itu, kita menentukan apakah titik-titik
tersebut benar-benar merupakan titik balik., (Jeter, 2018).

12.3. Nilai Ekstrim

Definisi 12.3.1. (Nilai Maksimum dan Minimum)
Misalkan S = D¢adalah daerah asal fungsi fdan c € S,

1. jika f(c) > f(x), untuk setiap x € S, maka f(c) adalah nilai
maksimum f pada S.
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2. jika f(c) < f(x), untuk setiap x € S, maka f(c) adalah nilai
minimum f pada S.

3. jika f(c)adalah nilai maksimum atau nilai minimum, maka f(c)
adalah nilai ekstrim f pada S.

Tidak semua fungsi memiliki nilai maksimum atau
minimum; namun, fungsi yang tidak memiliki nilai maksimum
atau minimum tersebut dapat kita batasi daerah asalnya agar
mempunyai nilai maksimum atau minimum. (Varberg et al,
2007).

Teorema 12.3.1.

Fungsi f mempunyai maksimum dan minimum, jikaf kontinu
pada interval tertutup [a, b].

Definisi 12.3.2. Titik Kritis

Misalkan fungsi f kontinu pada interval terbuka Idanc € I. Jika
f(c) = 0 atau f’(c) tidak ada, maka titik (c,f (c)) disebut titik
kritis dari f.

Catatan : titik kritis tidak selalu merupakan titik ekstrim

Teorema 12.3.2. Titik Kritis terhadap Nilai Ekstrim

Misalkan f terdiferensial pada interval I dan c € 1. Jika f(c) adalah

nilai ekstrim maka c merupakan:

1. Titik ujung dari interval [ atau,

2. Titik stasioner dari f yaitu titik c dimana f'(c) = 0 atau,

3. Titik singular dari f yaitu titik ¢ dimana f'(c) tidak ada
(Varberg et al., 2007).

Contoh

Tentukan nilai ekstrim dari fungsi f(x) = —2x3 + 3x?, pada
selang

[=[--,1]

1
4
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Penyelesaian.
Perhatikan f(x) = —2x3 + 3x%, pada [— % ,1]. Kita tentukan
dulu titik-titik kritisnya:

1. Karena I merupakan interval tertutup makax = — idan
= 1 merupakan titik-titik ujung dari f pada .

2. Mencari titik stasioner f(x) = —2x3 + 3x?, yaituf’(x) = 0
——6x% + 6x=0

—->—-6x(x-1)=0
—> x=0ataux=1

Jadi titik stasioner dari f pada interval Iadalah x = 0 atau
x=1.

2. Titik singular tidak ada karena f’(x) terdefinisi pada seluruh
bilangan riil.

Jadi titik kritis dari fungsi f adalah x = —i ,Xx=0,danx=1.
Perhatikan

1 1 1\¢2 1 3 7
x=—3 maka f(-}) = ‘2(—1) +3(-3) =mtn=%
x=0,makaf(0) = —2(0)3+ 3(0)?2=0
x=1makaf(1) = —2(1)3+ 3(1)? =1

Nilai ekstrim dari fungsi f adalah adalah nilai maksimum (fmaks) =
1saatx = 1, dan nilai minimum (fmin) = 0 saatx = 0.

12.4. Dalil L’'Hopital

Dalil L’Hospital merupakan metoda untuk menyelesaikan

bentuk limit - o llm ]1ka llm f(x) = hm g(x) =0.
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0 _ 10
x~c g(X) Ll_r)ré g'(x)

(Neswan, n.d.).
Teorema 12.4.1 L’'Hospital

Misalkan llm f(x) —llm g(x) =0dan hm TG )ada maka
f(x) lim f'(x)
lim = X=C
x>cg(x)  limg'(x)
X—C

Teorema 12.4.2
Jika f(x) dan g(x) mempunyai turunan di ¢, maka

- f f(x) f(c)
x-cg(x)  g'(0)

Contoh
y x—=5x+6 1mM2X-5 22-5 -1 1
X2 +2x—8 lim2x+2 2242 6 6

X—2

12.5. Soal-Soal Latihan

1. Tentukan pada interval mana fungsi f(X)=

1+ x?
berikutnaik, turun, cekung ke atas atau cekung ke bawah dan
titik beloknya ( jika ada ).

2. Sketsa grafik kurva mulus fungsi f (x) = %X3 -x2-3x + 4
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