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ABSTRAK 

 

KARAKTERISASI FUNGSI SEMI DEFINIT POSITIF PADA ℝ𝒔 

 
Oleh 

Khairunnisa Fadhilla Ramdhania 

NIM: 20115003 

(Program Studi Magister Matematika) 

 

 

 
Tesis ini membahas mengenai karakterisasi fungsi semi definit posititf pada ℝ𝑠. 

Khususnya, dalam tesis ini diperlihatkan bahwa fungsi semi definit positif 

merupakan transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif 

pada ℝ𝑠. Karakterisasi tersebut dibuktikan dengan menggunakan perumuman 

Teorema Representasi Riesz. 

 

Kata kunci : fungsi semi definit positif, fungsi definit positif, perumuman teorema 

representasi Riesz, transformasi Fourier. 
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ABSTRACT 

 

CHARACTERIZATION OF POSITIVE SEMI-DEFINITE 

FUNCTIONS ON ℝ𝒔 

 
By 

Khairunnisa Fadhilla Ramdhania 

NIM: 20115003 

(Master Program of Mathematics) 

 

 
 

This thesis discusses a characterization of positive semi-definite functions on ℝs. 

In particular, it is shown in this thesis that positive semi-definite functions are the 

Fourier transformation of finite nonnegative Borel measures on ℝs. This 

characterization is proved by using Generalized Riesz’s Representation Theorem. 

 

Keywords: positive semi definite function, positive definite function, generalized 

Riesz’s representation theorem, Fourier transformation. 
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Bab I Pendahuluan 

 

I.1 Latar Belakang 

Salah satu kajian matematika yang banyak digunakan dalam ilmu terapan adalah 

teori tentang masalah interpolasi. Interpolasi merupakan suatu cara untuk 

mendapatkan fungsi 𝐹: 𝑋 → ℝ dari sejumlah data {(𝑥𝑖 , 𝜆𝑖)}𝑖=1
𝑛  yang diberikan dan 

memenuhi 𝐹(𝑥𝑖) = 𝜆𝑖 ,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Dengan demikian, 𝐹 dikatakan menginterpolasi 

data tersebut. Misal 𝑈 adalah ruang vektor dengan basis {𝑢1,  𝑢2, … ,  𝑢𝑛}. Fungsi 𝐹 

yang dicari harus memenuhi 

𝜆𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖) = ∑ 𝑐𝑗𝑢𝑗(𝑥𝑖) 

𝑛

𝑗=1

,         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Persamaan tersebut dapat ditulis sebagai bentuk matriks 𝑦 = 𝐴𝑐 dengan                 

𝐴 = [𝑢𝑗(𝑥𝑖)] matriks interpolasi berukuran 𝑛 × 𝑛, yang akan memiliki solusi 

tunggal jika dan hanya jika 𝐴 matriks nonsingular untuk setiap 𝑥1, … , 𝑥𝑛 yang 

berbeda satu sama lain. 

Cheney dan Light (2009), mengemukakan bahwa sejumlah data juga dapat 

diinterpolasi oleh ∑ 𝑐𝑗𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑛
𝑗=1 ,  dengan 𝑓 suatu fungsi translasi. Hal tersebut 

memotivasi penulis untuk mencari suatu fungsi 𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗), khususnya dalam hal 

ini merupakan matriks [𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] yang selalu semi definit positif, fungsi tersebut 

selanjutnya dikenal sebagai fungsi semi definit positif dan akan dibahas pada bab 

berikutnya. 

Sedikit tentang sejarah fungsi semi definit positif seperti yang dikemukakan oleh 

Stewart (1976), seorang matematikawan bernama Mathias pada tahun 1923 

mendefinisikan dan mempelajari sifat-sifat fungsi semi definit positif dengan 

variabel real. Ia termotivasi oleh hasil perolehan Caratheodory dan Toeplitz 

sebelumnya. Selain Mathias, beberapa matematikawan lain yang berkecimpung 

dalam penelitian yang terkait fungsi semi definit positif di antaranya adalah F. Riesz 

membahas mengenai aplikasi fungsi ini pada sistem persamaan integral, Herglotz 

membahas hubungan fungsi semi definit positif dengan masalah momen 

trigonometri, Fischer, dan Schur. Selain itu, kajian-kajian terkait fungsi semi definit 
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positif tidak hanya tertuang pada artikel ilmiah saja, kajian tersebut juga dibahas 

dalam beberapa buku, seperti buku karangan Wendland pada tahun 2005. 

 

Pada tesis ini akan dibahas mengenai karakterisasi fungsi semi definit positif pada 

ℝ𝑠, khususnya terkait dengan transformasi Fourier, yang dikenal sebagai Teorema 

Bochner dan secara khusus dijelaskan pada Bab IV. Aplikasi fungsi semi definit 

positif dibahas oleh Nurjanah (2017), khususnya mengenai fungsi completely 

monotone. Selain itu, dalam Teorema Schoenberg disinggung mengenai fungsi 

semi definit positif seperti yang dibahas oleh Herlinawati (2017). 

 

I.2 Tujuan Penelitian 

Berkenaan dengan latar belakang di atas, tujuan dari penelitian ini yaitu: 

1. Mengidentifikasi syarat cukup fungsi semi definit positif.  

2. Menyelidiki ketertutupan terhadap perkalian dan penjumlahan fungsi semi 

definit positif, serta membuktikan beberapa teorema terkait. 

3. Memperkenalkan karakterisasi fungsi semi definit positif pada ℝ𝑠, khususnya 

terkait dengan transformasi Fourier, beserta pembuktiannya. 

 

I.3 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan pada tesis terdiri dari 5 bab, yaitu: Bab I merupakan 

pendahuluan yang berisi latar belakang, tujuan, dan sistematika pendahuluan.  

Bab II menjelaskan beberapa fakta tentang matriks semi definit positif, transformasi 

Fourier, dan ukuran Borel, serta fungsional linear.  

Bab III berisi pembahasan mengenai fungsi semi definit positif, contoh, dan 

beberapa teorema terkait, serta pembuktian dari teorema-teorema tersebut. 

Salah satu pembahasan yang cukup penting dari tesis ini adalah karakterisasi fungsi 

semi definit positif yang akan dipaparkan pada Bab IV.  

Selanjutnya, Bab V merupakan bab penutup yang berisi kesimpulan dari hasil yang 

telah diperoleh dan arah pengembangan penelitian tentang fungsi semi definit 

positif.  
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Bab II Matriks Semi Definit Positif dan Transformasi Fourier 

 

Pada bab ini akan dijelaskan beberapa fakta tentang matriks semi definit positif, 

transformasi Fourier, dan ukuran Borel, serta fungsional linear. Fakta-fakta tersebut 

sebagian besar dirujuk dari Cheney (2009), Muchlis (2014), dan Wendland (2005). 

II.1  Matriks Semi Definit Positif 

Matriks semi definit positif merupakan salah satu objek yang berkaitan erat dengan 

pendefinisian fungsi semi definit positif yang akan dibahas pada Bab III. Dalam 

beberapa buku, matriks ini disebut sebagai matriks definit taknegatif, namun dalam 

tesis ini penulis menggunakan istilah matriks semi definit positif agar lebih mudah 

untuk dipahami. 

Definisi II.1 Misalkan 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛. Matriks 𝐴 disebut matriks Hermite jika       

𝐴 = 𝐴∗, dengan  𝐴∗ merupakan transpos konjugat dari 𝐴. 

Konsekuensi dari Teorema Spektral di antaranya adalah setiap nilai eigen dari 

matriks Hermite bernilai real dan matriks Hermite dapat didiagonalisasi secara 

uniter. Dengan kata lain, setiap matriks Hermite 𝐴 dapat ditulis sebagai 

𝐴 = 𝑈𝐷𝑈∗ 

dengan 𝑈 matriks uniter dan 𝐷 matriks diagonal real.  

Teorema II.2 Jika 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 memenuhi 𝑢∗𝐴𝑢 = 0 dengan 𝑢 ∈ ℂ𝑛, maka 𝐴 = 0. 

Bukti. Misalkan 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛. Ambil 𝑢, 𝑣 ∈ ℂ𝑛 sebarang. Kemudian, uraikan 

0 = (𝑢 + 𝑣)∗𝐴(𝑢 + 𝑣) = 𝑢∗𝐴𝑢 + 𝑣∗𝐴𝑢 + 𝑢∗𝐴𝑣 + 𝑣∗𝐴𝑣 = 𝑣∗𝐴𝑢 + 𝑢∗𝐴𝑣, 

sehingga diperoleh            

𝑣∗𝐴𝑢 + 𝑢∗𝐴𝑣 = 0.                                              (1.1) 

Selanjutnya, substitusi 𝑢 dengan 𝑖𝑢, 

0 = 𝑣∗𝐴𝑖𝑢 + (𝑖𝑢)∗𝐴𝑣 = 𝑖𝑣∗𝐴𝑢 − 𝑖𝑢∗𝐴𝑣. 

Terakhir, kalikan persamaan di atas dengan 𝑖 agar diperoleh 

−𝑣∗𝐴𝑢 + 𝑢∗𝐴𝑣 = 0.                                                             (1.2) 

Berdasarkan  (1.1) dan (1.2),  diperoleh 𝑢∗𝐴𝑣 = 0. Pilih 𝑣 = (𝑢∗𝐴)∗, sehingga  
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(𝑢∗𝐴)(𝑢∗𝐴)∗ = 0. Akibatnya, ‖𝑢∗𝐴‖2 = 0, yang memberikan 𝑢∗𝐴 = 0. Dengan 

demikian, 𝐴 = 0.   ∎ 

Selain ditinjau dari nilai eigen dan pendiagonalan secara uniter, berikut adalah salah 

satu karakteristik matriks Hermite.  

Teorema II.3 Misalkan  𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛.  Pernyataan berikut ekivalen: 

i) 𝐴 matriks Hermite, 

ii) untuk setiap 𝑢 ∈ ℂ𝑛, 𝑢∗𝐴𝑢 real. 

Bukti. Misalkan 𝐴 matriks Hermite, untuk membuktikan 𝑢∗𝐴𝑢 ∈ ℝ, harus 

ditunjukkan bahwa 𝑢∗𝐴𝑢 = 𝑢∗𝐴𝑢̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Perhatikan bahwa 

𝑢∗𝐴𝑢̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑢∗𝐴𝑢)∗ = 𝑢∗𝐴∗𝑢 = 𝑢∗𝐴𝑢. 

Dengan demikian, bentuk 𝑢∗𝐴𝑢 bernilai real.  

Sebaliknya, misalkan 𝐴 = 𝐵 + 𝑖𝐶, dengan 𝐵 =
1

2
(𝐴 + 𝐴∗) dan 𝐶 =

1

2𝑖
(𝐴 − 𝐴∗). 

Pandang 

𝐵∗ = [
1

2
(𝐴 + 𝐴∗)]

∗

=
1

2
(𝐴∗ + 𝐴∗∗) =

1

2
(𝐴∗ + 𝐴) =

1

2
(𝐴 + 𝐴∗) = 𝐵, 

𝐶∗ = [
1

2𝑖
(𝐴 − 𝐴∗)]

∗

= −
1

2𝑖
(𝐴∗ − 𝐴∗∗) = −

1

2𝑖
(𝐴∗ − 𝐴) =

1

2𝑖
(𝐴 − 𝐴∗) = 𝐶. 

Berdasarkan Definisi II.1, 𝐵, 𝐶 Hermite dan berdasarkan premis 𝑢∗𝐵𝑢, 𝑢∗𝐶𝑢 ∈ ℝ, 

sehingga 𝑢∗𝐴𝑢 = 𝑢∗𝐵𝑢 + 𝑖𝑢∗𝐶𝑢. Karena 𝑢∗𝐴𝑢 ∈ ℝ, haruslah 𝑢∗𝐶𝑢 = 0. Lemma 

II.2 menyatakan bahwa 𝐶 = 0. Dengan demikian, matriks 𝐴 = 𝐵 Hermite.          ∎ 

Ekivalensi di atas merupakan salah satu sifat untuk mengenali matriks Hermite. 

Lebih jauh, jika 𝑢∗𝐴𝑢 taknegatif, maka dapat didefinisikan suatu matriks Hermite 

yang lebih khusus, yang dikenal sebagai matriks semi definit positif. 

Definisi II.4 Misalkan 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 matriks Hermite. Matriks 𝐴 dikatakan semi 

definit positif jika 𝑥∗𝐴𝑥 ≥ 0,   untuk setiap 𝑥 ∈ ℂ𝑛. 

Selanjutnya, teorema berikut menunjukkan suatu sifat matriks semi definit positif 

terkait dengan nilai eigen dan determinannya. Selain itu, setiap matriks semi definit 

positif dapat dituliskan sebagai perkalian sebarang matriks dengan transpos  

konjugatnya. 
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Teorema II.5 Jika 𝐴 matriks semi definit positif, maka semua nilai eigen 𝐴 dan 

determinan 𝐴 taknegatif. 

Bukti. Misalkan 𝜆 adalah nilai eigen 𝐴 dan 𝑣 ≠ 0 adalah suatu vektor eigen yang  

bersesuaian dengan 𝜆, sehingga berlaku 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣. Berdasarkan hipotesis, maka  

0 ≤ 𝑣∗𝐴𝑣 = 𝑣∗𝜆𝑣 = 𝜆‖𝑣‖2. 

Karena 𝑣 ≠ 0, haruslah 𝜆 ≥ 0. Kita tahu bahwa hasil perkalian semua nilai eigen 𝐴 

merupakan determinan 𝐴, hal tersebut mengakibatkan det(𝐴) ≥ 0. ∎ 

Lemma II.6 Suatu matriks 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 semi definit positif jika dan hanya jika 

terdapat matriks 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑛 (tidak harus persegi), sehingga 𝐴 = 𝐵∗𝐵. 

Bukti. Karena 𝐴 matriks Hermite, matriks 𝐴 dapat didiagonalisasi secara uniter, 

yaitu 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈∗ untuk suatu matriks uniter 𝑈 dan 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, … 𝜆𝑛) dengan 

𝜆𝑖 nilai eigen 𝐴, untuk 𝑖 = 1, , … 𝑛. Berdasarkan premis, 𝐴 merupakan matriks semi 

definit positif, akibatnya untuk setiap 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 ≥ 0. Selanjutnya pilih               

𝐵 = 𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)𝑈∗ dengan 𝛼𝑖 ∈ ℂ dan |𝛼𝑖|2 = 𝜆𝑖 ,    𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

𝐵∗𝐵 = 𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼1̅̅ ̅,  𝛼2̅̅ ̅̅ , … , 𝛼𝑛̅̅̅̅ )𝑈∗𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)𝑈∗ 

= 𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(|𝛼1|2, |𝛼2|2, … , |𝛼𝑛|2)𝑈∗ 

= 𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, … 𝜆𝑛)𝑈∗ 

=  𝑈𝐷𝑈∗ = 𝐴 .  

Sebaliknya, Ambil 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 yang memenuhi 𝐴 = 𝐵∗𝐵 untuk suatu 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑛 dan 

ambil 𝑢 ∈ ℂ𝑛 sebarang. Perhatikan bahwa 

𝑢∗𝐴𝑢 = 𝑢∗(𝐵∗𝐵)𝑢 = 𝑢∗𝐵∗𝐵𝑢 = (𝑢𝐵)∗𝐵𝑢 = ‖𝐵𝑢‖2 ≥ 0. 

Berdasarkan Definisi II.4, matriks 𝐴 semi definit positif. ∎ 

Definisi II.7 Misalkan 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑛. Hasil kali Schur dari 𝐴 dan 𝐵 adalah  

[𝐶𝑖𝑗] = [𝐴𝑖𝑗][𝐵𝑖𝑗]. 

Lemma II.8 (Schur) Hasil kali Schur dari dua matriks semi definit positif 

merupakan matriks semi definit positif. 

Bukti. Ambil 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑛 semi definit positif sebarang. Misalkan 𝐶 ∈ ℂ𝑛×𝑛 

merupakan hasil kali Schur dari 𝐴 dan 𝐵. Berdasarkan Lemma II.6, matriks 𝐴  dan  

matriks 𝐵 dapat ditulis sebagai 𝐴 = 𝐸∗𝐸 dan 𝐵 = 𝐹∗𝐹, dengan 𝐸, 𝐹 ∈ ℂ𝑛×𝑛.   
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Ambil 𝑢 ∈ ℂ𝑛 sebarang, sehingga diperoleh 

𝑢∗𝐶𝑢 = ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗

𝑗𝑖

∑ ∑ 𝐸𝑣𝑖
̅̅ ̅̅ 𝐸𝑣𝑗

𝑤𝑣

𝐹𝑤𝑖
̅̅ ̅̅ 𝐹𝑤𝑗 

= ∑ ∑ (∑ 𝑢�̅�𝐸𝑣𝑖
̅̅ ̅̅

𝑖

𝐹𝑤𝑖
̅̅ ̅̅ ) (∑ 𝑢𝑗𝐸𝑣𝑗

𝑗

𝐹𝑤𝑗)

𝑤𝑣

 

= ∑ ∑ |∑ 𝑢𝑗𝐸𝑣𝑗

𝑗

𝐹𝑤𝑗|

2

≥ 0

𝑤𝑣

 . 

Berdasarkan Definisi II.4, matriks 𝐶 semi definit positif.  ∎ 

II.2 Transformasi Fourier 

Subbab ini membahas tentang transformasi Fourier dan beberapa sifatnya. 

Transformasi Fourier dibutuhkan sebagai alat untuk mengkarakterisasi fungsi semi 

definit positif yang akan dibahas pada Bab III. Sebelumnya, perlu diingat kembali 

tentang ruang 𝐿1(ℝ𝑠), yaitu koleksi fungsi yang terintegralkan mutlak sepanjang 

ℝ𝑠. 

Definisi II.9 Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠) dengan ‖𝑓‖1 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
ℝ𝑠 . Transformasi 

Fourier dari 𝑓 dinotasikan 𝑓 dan didefinisikan sebagai 

𝑓(𝜉) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑇𝑥𝑑𝑥
ℝ𝑠

,     𝜉 ∈ ℝ𝑠, 

serta inversi Fourier dari 𝑓 didefinisikan sebagai 

𝑓 ̌(𝜉) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝜉𝑇𝑥𝑑𝑥
ℝ𝑠

,     𝜉 ∈ ℝ𝑠 . 

Salah satu operator yang memiliki kaitan cukup erat dengan transformasi Fourier 

adalah operator konvolusi. 

Definisi II.10 Misalkan 𝑓 dan 𝑔 fungsi pada ℝ𝑠. Konvolusi dari 𝑓 dan 𝑔 

dinotasikan 𝑓 ∗ 𝑔 dan didefinisikan sebagai 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝑦
ℝ𝑠

, 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑠. 
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Teorema berikut memaparkan sifat transformasi Fourier yang berkaitan dengan 

konvolusi, translasi, dan dilasi. Beberapa bukti dari teorema di bawah dapat dilihat 

pada Wendland (2005). 

Teorema II.11  Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠). Pernyataan berikut benar. 

i)  Transformasi Fourier dari 𝑓 ∗ 𝑔 adalah (𝑓 ∗ 𝑔) (̂𝑥) = (2𝜋)
𝑠

2𝑓(𝑥)�̂�(𝑥). 

ii)  Jika 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  maka ( 𝑓 ∗ 𝑓)  ̂(𝑥) = (2𝜋)
𝑠

2|𝑓(𝑥)|
2
. 

iii)  Jika 𝑇𝑎𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 𝑎) untuk setiap 𝑎 ∈ ℝ𝑠, maka (𝑇𝑎𝑓) (̂𝑥) = 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑎𝑓(𝑥). 

iv)  Jika 𝑆𝛼𝑓(𝑥) = 𝑓 (
𝑥

𝛼
), untuk setiap 𝛼 > 0, maka (𝑆𝛼𝑓) (̂𝑥) = 𝛼𝑠𝑆1/𝛼𝑓(𝑥). 

Bukti.  

i) Ambil 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠) sebarang. Perhatikan bahwa 

(𝑓 ∗ 𝑔) (̂𝑥) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦𝑑𝑦
ℝ𝑠

 

= (2𝜋)−
𝑠
2 ∫ ∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑦 − 𝑧)𝑑𝑧

ℝ𝑠
𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦𝑑𝑦

ℝ𝑠
. 

Misalkan 𝑦′ = 𝑦 − 𝑧, maka 

(𝑓 ∗ 𝑔) (̂𝑥) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ ∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑦′)
ℝ𝑠

𝑒−𝑖𝑥𝑇(𝑦′+𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦′
ℝ𝑠

 

= (2𝜋)−𝑠/2 ∫ ∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑦′)
ℝ𝑠

𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦′
𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦′

ℝ𝑠
 

= (2𝜋)𝑠/2 [(2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑧)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑧𝑑𝑧 ∫ 𝑔(𝑦′)
ℝ𝑠

𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦′
𝑑𝑦′

ℝ𝑠
] 

= (2𝜋)
𝑠
2𝑓(𝑥)�̂�(𝑥).                                                                                  ∎ 

iii) Ambil 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠) dan 𝑎 ∈ ℝ𝑠 sebarang. Misalkan premis terpenuhi, maka 

(𝑇𝑎𝑓) (̂𝑥) = 𝑓(𝑥 − 𝑎) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑦 − 𝑎)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦𝑑𝑦
ℝ𝑠

 

Misalkan 𝑦′ = 𝑦 − 𝑎, maka 

(𝑇𝑎𝑓) (̂𝑥) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑦′)𝑒−𝑖𝑥𝑇(𝑦′+𝑎)𝑑𝑦′
ℝ𝑠

 

= 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑎(2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑦′)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦′
𝑑𝑦′

ℝ𝑠 = 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑎𝑓(𝑥).           ∎ 
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iv) Ambil 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠) dan 𝛼 ∈ ℝ𝑠 sebarang. Misalkan premis terpenuhi, maka 

(𝑆𝛼𝑓) (̂𝑥) = 𝑓 (
𝑥

𝛼
) 

= (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓 (
𝑦

𝛼
) 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦𝑑𝑦

ℝ𝑠
 

Misalkan 𝑦′ =
𝑦

𝛼
, maka 

(𝑆𝛼𝑓) (̂𝑥) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑦′)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝛼𝑦′
𝛼𝑠𝑑𝑦′

ℝ𝑠
 

= 𝛼𝑠(2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑓(𝑦′)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝛼𝑦′
𝑑𝑦′

ℝ𝑠
 

= 𝛼𝑠𝑓(𝛼𝑥) = 𝛼𝑠𝑆1/𝛼𝑓(𝑥). ∎ 

Teorema II.12 Misalkan 𝑔 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠),  𝑔 ≥ 0 dan genap, serta ‖𝑔‖ = 1. 

Definisikan 𝑔𝑚(𝑥) = 𝑚𝑠𝑔(𝑚𝑥). Jika 𝑓 ∈ 𝐶(ℝ𝑠), maka (𝑓 ∗ 𝑔𝑚) ⇉ 𝑓 pada setiap 

subset kompak ℝ𝑠. 

Salah satu ruang yang menarik untuk dibahas terkait dengan transformasi Fourier 

adalah Ruang Schwartz, dinotasikan 𝕊 yaitu koleksi fungsi 𝛾 ∈ ∁∞(ℝ𝑠) yang 

memenuhi lim
‖𝑥‖→∞

𝑥𝛼(𝐷𝛽𝛾)(𝑥) = 0, untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ ℕ0
𝑠  dan 𝑥 ∈ ℝ𝑠, Fasshauer 

(2007). Fungsi 𝛾 disebut test function. Perlu diketahui bahwa 𝐷𝛽 =
𝜕|𝛽|

𝜕𝑥1
𝛽1… 𝜕𝑥𝑠

𝛽𝑠
 dan 

|𝛽| = ∑ 𝛽𝑖
𝑠
𝑖=1 . Salah satu contoh adalah fungsi Gauss yaitu 𝑒

−𝑎‖𝑥‖
2
2, untuk setiap 

𝑥 ∈ ℝ𝑠, 𝑎 > 0.  

Teorema II.13  Fungsi 𝐺(𝑥) = 𝑒
−‖𝑥‖

2
2

/2
 memenuhi �̂� = 𝐺. 

Teorema II.14  Definisikan 𝑔𝑚(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠/2

𝑒−𝑚‖𝑥‖2
2
, 𝑚 ∈ ℕ,  𝑥 ∈ ℝ𝑠. Jika 

𝑓 ∈ 𝐶(ℝ𝑠) naik perlahan, maka  

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

∫ 𝑓(𝜔)
ℝ𝑠

𝑔𝑚(𝜔 − 𝑥)𝑑𝑥. 
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II.3 Ukuran Borel 

Misalkan Ω sebarang himpunan.  Koleksi semua subset Ω disebut himpunan kuasa 

dan dinotasikan sebagai 𝒫(Ω).  

Definisi II.14 Misalkan dan 𝑅 ⊆ 𝒫(Ω), 𝑅 disebut ring pada Ω jika memenuhi: 

i) ∅ ∈ 𝑅. 

ii) Jika 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅, maka 𝐴𝑐 ∈ 𝑅. 

iii) Jika 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅, maka 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝑅. 

Definisi II.15 Misalkan 𝑅 ring pada Ω. Fungsi �̃� : 𝑅 → [0, ∞) disebut pra-ukuran, 

jika memenuhi: 

i) �̃� (∅) = 0, 

ii) misalkan  𝐴𝑗 ∈ ℱ𝑑,  𝑗 ∈ ℕ,  jika ⋃ 𝐴𝑗 ∈ ℱ𝑑 , maka �̃� (⋃ 𝐴𝑗) = ∑ �̃�(𝐴𝑗). 

Teorema II.16 Setiap pra-ukuran �̃� pada ring 𝑅 memiliki perluasan 𝜇 pada 𝜎(𝑅) 

dimana 𝜎(𝑅) adalah aljabar-𝜎. 

Perlu diketahui bahwa setiap pra-ukuran yang terdefinisi pada aljabar-𝜎 merupakan 

ukuran. Ukuran juga dapat bernilai negatif yang dikenal sebagai sign-measure yaitu 

fungsi 𝜇 : 𝒜 → ℝ̅ dengan 𝒜 merupakan aljabar-𝜎. Kelak, ukuran yang digunakan 

dalam pembahasan adalah ukuran yang taknegatif. 

Selanjutnya, akan diperkenalkan konsep ukuran untuk kasus Ω yang merupakan 

ruang topologi.  

Definisi II.17 Misalkan Ω ruang topologi dan 𝒪 adalah koleksi himpunan-

himpunan buka. Aljabar-𝜎 yang dibangun oleh 𝒪 disebut Borel aljabar-𝜎 dan 

dinotasikan sebagai ℬ(Ω). Jika Ω  adalah ruang Hausdorff, maka ukuran 𝜇 yang 

terdefinisi pada ℬ(Ω) yang memenuhi 𝜇(𝐾) < ∞, untuk setiap 𝐾 ⊆  Ω kompak, 

disebut ukuran Borel. 

 

II.4 Fungsional Linear 

Salah satu teorema yang bersinggungan dalam pembuktian Teorema Bochner 

adalah representasi Riesz dan perumumannya. Tetapi, sebelum berkenalan dengan 
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teorema tersebut diperlukan pemahaman dasar tentang fungsional linear dan 

beberapa sifatnya, sebagaimana yang dibahas dalam buku “Elementary Functional 

Analysis” karangan Barbara.  

Definisi II.18 Misalkan 𝑋 adalah ruang linear bernorm atas ℂ. Fungsional linear 

pada 𝑋 adalah pemetaan 𝜆: 𝑋 → ℂ yang memenuhi         

𝜆(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) =  𝜆(𝛼𝑥) +  𝜆(𝛽𝑦), 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ.  

Definisi II.19 Misalkan 𝑋 adalah ruang linear bernorm dan 𝜆: 𝑋 → ℂ, 𝜆 disebut 

fungsional linear terbatas jika terdapat 𝐶 > 0 sehingga |𝜆(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑥‖, untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

Teorema II.20 Misalkan 𝜆: 𝑋 → ℂ  adalah fungsional linear, 𝜆 kontinu jika dan 

hanya jika 𝜆 terbatas. 

Teorema II.21 (Teorema Representasi Riesz) Misalkan 𝛺 ruang metrik yang 

kompak lokal. Jika 𝜆 fungsional linear yang kontinu pada ∁0 (𝛺) dan 𝜆(𝑓) ≥ 0, 

untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0 (𝛺) dengan 𝑓 ≥ 0, dan terdapat 𝜇 ≥ 0 ukuran Borel di 𝛺, 

maka 

𝜆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
𝛺

 

untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0 (𝛺). 
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Bab III Fungsi Semi Definit Positif 

 

Pada bab ini akan diperkenalkan fungsi semi definit positif yang telah disebutkan 

pada bab sebelumnya. Fungsi ini terkait dengan masalah interpolasi, khususnya 

matriks interpolasi yang bersifat semi definit positif seperti yang telah disinggung 

pada Bab I. 

Definisi III.1 Misalkan 𝑋 ruang linear atas lapangan ℝ atau ℂ. Fungsi 𝑓: 𝑋 → ℂ 

disebut fungsi semi definit positif pada 𝑋 jika untuk setiap 𝑥1,  … ,  𝑥𝑛 ∈ 𝑋, matriks 

𝐴 dengan  [𝐴𝑖𝑗] = [𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] merupakan matriks semi definit positif atau 

𝑢∗𝐴𝑢 ≥ 0, untuk setiap 𝑢 ∈ ℂ𝑛. 

Jika 𝑢∗𝐴𝑢 > 0 dengan titik-titik 𝑥𝑖 yang berbeda satu sama lain dan 𝑢 ≠ 0, maka 

𝑓 disebut fungsi definit positif seperti yang dibahas oleh Karimah (2017). 

Contoh III.2 Misalkan 𝑋 ruang linear dan 𝑦 ∈ 𝑋. Fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑥𝑦 merupakan 

fungsi semi definit positif pada 𝑋. 

Bukti. Ambil 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈ ℂ𝑛 sebarang. Maka matriks 𝐴 dengan      

[𝐴𝑖𝑗] = [𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] yang memenuhi 

𝑢∗𝐴𝑢 = ∑ ∑ 𝑢𝑘̅̅ ̅𝑢𝑗𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

 

= ∑ ∑ 𝑢𝑘̅̅ ̅𝑢𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑖(𝑥𝑘−𝑥𝑗)𝑦 

= ∑ 𝑢𝑘̅̅ ̅

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑖𝑥𝑘𝑦 ∑ 𝑢𝑗𝑒−𝑖𝑥𝑗𝑦

𝑛

𝑗=1

 

= ∑ 𝑢𝑘𝑒−𝑖𝑥𝑘𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

𝑘=1

∑ 𝑢𝑗𝑒−𝑖𝑥𝑗𝑦

𝑛

𝑗=1

 

= |∑ 𝑢𝑗𝑒−𝑖𝑥𝑗𝑦

𝑛

𝑗=1

|

2

≥ 0 . 

Berdasarkan definisi, fungsi 𝑓 semi definit positif.           ∎ 
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Teorema berikut memberikan salah satu sifat fungsi semi definit positif yaitu 

ketertutupan terhadap penjumlahan. 

Teorema III.3  Penjumlahan dua fungsi semi definit positif merupakan fungsi semi 

definit positif. 

Bukti. Ambil 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈ ℂ𝑛 sebarang. Misalkan 𝑓, 𝑔 fungsi semi definit 

positif. Karena 𝑓, 𝑔 semi definit positif, berdasarkan Definisi III.1 diperoleh  

[𝐴𝑖𝑗] = [𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)], [𝐵𝑖𝑗] = [𝑔(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)], dan 𝑢∗𝐴𝑢 ≥ 0, serta 𝑢∗𝐵𝑢 ≥ 0. 

Misalkan ℎ = 𝑓 + 𝑔, dengan kata lain [ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] = [𝐴𝑖𝑗] + [𝐵𝑖𝑗], sebut [𝐶𝑖𝑗]. 

Akibatnya,  

𝑢∗𝐶𝑢 = ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗𝐶𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗(𝐴𝑖𝑗 + 𝐵𝑖𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

= ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗𝐴𝑖𝑗 + 𝑢�̅�𝑢𝑗𝐵𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

= ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

+ ∑ ∑ 𝑢�̅�𝑢𝑗𝐵𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

= 𝑢∗𝐴𝑢 + 𝑢∗𝐵𝑢 ≥ 0. 

Berdasarkan Definisi II.4, fungsi ℎ = 𝑓 + 𝑔 semi definit positif. ∎ 

Teorema III.4  Jika 𝑓 fungsi semi definit positif pada ruang linear, maka 

i) 𝑓(0) ≥ 0, 

ii) 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

iii) |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑓(0). 

Bukti. Misalkan 𝑓 fungsi semi definit positif. Berdasarkan Definisi III.1, tinjau   

𝑛 = 1 diperoleh matriks semi definit positif berukuran 1 × 1, sehingga  

[𝐴11] = [𝑓(𝑥1 − 𝑥1)] = 𝑓(0) ≥ 0. 

Selanjutnya, tinjau 𝑛 = 2, diperoleh matriks semi definit positif berukuran 2 × 2.  

Misalkan 𝑥2 = 𝑥 dan  𝑥1 = 0, maka 

𝐴 = [
𝑓(𝑥1 − 𝑥1) 𝑓(𝑥1 − 𝑥2)

𝑓(𝑥2 − 𝑥1) 𝑓(𝑥2 − 𝑥2)
] = [

𝑓(0) 𝑓(−𝑥)

𝑓(𝑥) 𝑓(0)
] dan 𝐴∗ = [

𝑓(0)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑓(−𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ].  
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Karena 𝐴 matriks Hermite, maka  

𝐴 = [
𝑓(0) 𝑓(−𝑥)

𝑓(𝑥) 𝑓(0)
] = [

𝑓(0)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑓(−𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(0)̅̅ ̅̅ ̅̅
] = 𝐴∗. 

Dengan demikian, diperoleh 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ .    

Langkah terakhir adalah menunjukkan bahwa |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑓(0). Karena 𝐴 matriks 

semi definit positif, berdasarkan Lemma II.5, 𝐴 memiliki determinan taknegatif 

yaitu 

0 ≤ det(𝐴) = |
𝑓(0) 𝑓(−𝑥)

𝑓(𝑥) 𝑓(0)
| = 𝑓(0)2 − 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(𝑥) = 𝑓(0)2 − |𝑓(𝑥)|2. 

Jadi, diperoleh 𝑓(0) ≥ |𝑓(𝑥)|.  ∎  

Keberadaan Lemma Schur pada Bab II memberikan peran penting dalam 

munculnya teorema berikut, yakni ketertutupan fungsi semi definit positif terhadap 

perkalian. 

Teorema III.5 Koleksi dari semua fungsi semi definit positif yang terdefinisi di 

ruang linear bersifat tertutup terhadap perkalian. 

Bukti. Ambil 𝑓, 𝑔 fungsi semi definit positif yang terdefinisi di 𝑋 dan 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 sebarang. Akibatnya, matriks 𝐴 dengan [𝐴𝑖𝑗] = [𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] dan 

[𝐵𝑖𝑗] = [𝑔(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)] taknegatif. Misalkan ℎ = 𝑓𝑔 dan [𝐶𝑖𝑗] = [𝐴𝑖𝑗][𝐵𝑖𝑗]. Karena 

[𝐶𝑖𝑗] adalah hasil kali Schur, berdasarkan Lemma Schur, matriks [𝐶𝑖𝑗] merupakan 

semi definit positif. Akibatnya, fungsi ℎ semi definit positif.  ∎  

 

Teorema III.6  Jika 𝑓 fungsi semi definit positif pada ruang linear bernorm 𝑋, 

maka  

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖2 ≤ 2𝑓(0)𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)]. 

Bukti. Karena 𝑓 merupakan fungsi semi definit positif, berdasarkan Definisi III.1,  

untuk 𝑛 = 3 diperoleh matriks semi definit positif berukuran 3× 3. Ambil 𝑢 ∈ ℂ3 

sebarang, sehingga 𝑢∗𝐴𝑢 ≥ 0. Misalkan 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 𝑥 − 𝑦, diperoleh  

[𝑢1̅̅ ̅ 𝑢2̅̅ ̅ 𝑢3̅̅ ̅] [

𝑓(0) 𝑓(𝑥)         𝑓(𝑦)

𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑓(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑓(0)

𝑓(𝑦 − 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑦 − 𝑥)

𝑓(0)
] [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] ≥ 0.             (3.1)  
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Berdasarkan Pertidaksamaan (3.1), diperoleh 

[|𝑢1|2 + |𝑢2|2 + |𝑢3|2]𝑓(0) + 2𝑅𝑒[𝑢1̅̅ ̅𝑢2𝑓(𝑥) + 𝑢1̅̅ ̅𝑢3𝑓(𝑦) + 𝑢2̅̅ ̅𝑢3𝑓(𝑦 − 𝑥)] ≥ 0 

Pilih 𝜃 ∈ ℝ  sedemikian sehingga 𝑒𝑖𝜃[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)] = ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖. 

Misalkan 𝑢1 = 𝑡, 𝑢2 = 𝑒𝑖𝜃, dan 𝑢3 = −𝑒𝑖𝜃, dengan 𝑡 ∈ ℝ, sehingga  

(𝑡2 + 2)𝑓(0) + 2𝑅𝑒[𝑡𝑒𝑖𝜃(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] ≥ 0. 

Selanjutnya, substitusi 𝑒𝑖𝜃(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)) dengan ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖, maka 

𝑡2𝑓(0) + 2𝑓(0) + 2𝑅𝑒[𝑡 ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] ≥ 0. 

Karena ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ bernilai real, maka 

𝑡2𝑓(0) + 2‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖𝑡 + 2𝑅𝑒[ 𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] ≥ 0. 

Pertidaksamaan tersebut membentuk fungsi kuadrat yang taknegatif, sehingga 

memiliki diskriminan yang takpositif, yakni 

4‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖2 − 4𝑓(0)2𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] ≤ 0. 

Dengan demikian, diperoleh 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖2 ≤ 2𝑓(0)𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)].    ∎ 

 

Akibat III.7 Jika 𝑓 semi definit positif dan kontinu pada 0, maka 𝑓 kontinu 

seragam pada ruang linear bernorm 𝑋. 

Bukti. Ambil 휀 > 0 sebarang. Berdasarkan premis, 𝑓 kontinu di 0, yakni terdapat 

𝛿1 > 0 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥 − 0‖ < 𝛿1 berlaku  

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(0)‖ <
휀2

2𝑓(0)
. 

Berdasarkan hal tersebut, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan ‖(𝑦 − 𝑥) − 0‖ < 𝛿1 juga 

berlaku 

‖𝑓(𝑦 − 𝑥) − 𝑓(0)‖ < 휀2/2𝑓(0) 

dan perhatikan pula bahwa 𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] < ‖𝑓(𝑦 − 𝑥) − 𝑓(0)‖. 

Selanjutnya, kalikan kedua ruas dengan 2𝑓(0), diperoleh 

2𝑓(0)𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)] < 휀2. (3.2) 

Pilih 𝛿 ≥ 𝛿1 sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿, berdasarkan 

pertidaksamaan (3.2) dan Teorema III.6 diperoleh ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖2 < 휀2. Hal ini 

mengakibatkan, ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ < 휀. Dengan kata lain, 𝑓 kontinu seragam. ∎ 
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Bab IV Karakterisasi Fungsi Semi Definit Positif pada ℝ𝒔 

 

Salah satu perolehan penting dari fungsi semi definit positif adalah karakterisasi 

dari fungsi tersebut yang pertama kali diperkenalkan oleh Bochner pada tahun 

1933. Karakterisasi tersebut berkaitan dengan transformasi Fourier, yaitu setiap 

fungsi semi definit positif yang kontinu merupakan transformasi Fourier dari suatu 

ukuran Borel yang bernilai hingga. Namun, untuk membuktikan karakterisasi 

tersebut diperlukan dua teorema penunjang yang dirujuk dari Wendland (2005). 

Teorema IV.1  Misalkan 𝑓: ℝ𝑠 → ℂ kontinu. Fungsi 𝑓 semi definit positif jika dan 

hanya jika 𝑓 terbatas dan memenuhi 

∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥
ℝ𝑠ℝ𝑠

0 

untuk setiap 𝛾 ∈ 𝕊, dengan 𝕊 Ruang Schwartz. 

Bukti. Berdasarkan premis, 𝑓 terbatas dan memenuhi 

∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥
ℝ𝑠ℝ𝑠

0. 

Pertama akan dibuktikan 𝑓 semi definit positif, dengan kata lain harus ditunjukkan  

∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) ≥ 0

𝑁

𝑗,𝑘=1

. 

Perhatikan bahwa 

(𝛾 ∗ �̃�)(𝑥) = ∫ 𝛾(𝑥 − 𝑦)�̃�(𝑦)𝑑𝑦
ℝ𝑠

, 

dengan �̃�(𝑥) = 𝛾(−𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , sehingga 

(𝛾 ∗ �̃�)(𝑥) = ∫ 𝛾(𝑥 − 𝑦)𝛾(−𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑦
ℝ𝑠

. 

Kemudian, kalikan dengan 𝑓(𝑥) dan integralkan sepanjang ℝ𝑠 sehingga diperoleh 

∫ 𝑓(𝑥)
ℝ𝑠

(𝛾 ∗ �̃�)(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥)𝛾(𝑥 − 𝑦)𝛾(−𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑦
ℝ𝑠

𝑑𝑥
ℝ𝑠

 

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥)𝛾(𝑥 + 𝑦)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑦
ℝ𝑠

𝑑𝑥
ℝ𝑠

. 
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Misalkan 𝑥′ = 𝑥 + 𝑦, maka 

∫ 𝑓(𝑥)
ℝ𝑠

(𝛾 ∗ �̃�)(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥′ − 𝑦)𝛾(𝑥′)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥′

ℝ𝑠
𝑑𝑦

ℝ𝑠
 

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥
ℝ𝑠

𝑑𝑦
ℝ𝑠

≥ 0. 

Ambil 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 ∈ ℝ𝑠 dan 𝛼1,  𝛼2, … , 𝛼𝑁 ∈ ℂ sebarang. Pilih 

𝛾𝑚 = ∑ 𝛼𝑗𝑔2𝑚(∙ −𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

, 

dengan 𝑔𝑚(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠/2

𝑒−𝑚‖𝑥‖2
2
.  

Perhatikan bahwa 𝑔𝑚(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠

2
𝑒−𝑚‖𝑥‖2

2
= (

𝑚

𝜋
)

𝑠

2
𝑒−‖√2𝑚𝑥‖

2

2
/2. Berdasarkan 

Teorema II.11 iv) dan II.13, maka 

𝑔𝑚(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠
2

𝐺(√2𝑚𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠
2

𝑆 1

√2𝑚

𝐺(𝑥). 

Dengan cara serupa, diperoleh  

𝑔2𝑚(𝑥) = (
2𝑚

𝜋
)

𝑠
2

𝑆 1

√4𝑚

𝐺(𝑥). 

Selanjutnya, catat juga bahwa  

𝛾𝑚(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗𝑔2𝑚(𝜔 − 𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

 = ∑ 𝛼𝑗𝑇𝑥𝑗
𝑔2𝑚(𝜔).

𝑁

𝑗=1

 

Akibatnya, transformasi Fourier dari 𝛾𝑚 adalah  

�̂�𝑚(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗(𝑇𝑥𝑗
𝑔2𝑚)  ̂(𝜔) 

𝑁

𝑗=1

= ∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗𝑔2�̂�(𝜔).  

𝑁

𝑗=1

          (4.1) 

Kemudian akan dihitung transformasi Fourier dari 

𝑔𝑚(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠
2

𝑆 1

√2𝑚

𝐺(𝑥), 

berdasarkan Teorema II. 11 iv) dan II.13, diperoleh 

𝑔�̂�(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠
2

(𝑆 1

√2𝑚

𝐺)  ̂(𝑥) = (
𝑚

𝜋
)

𝑠
2

(
1

√2𝑚
)

𝑠

𝑆√2𝑚�̂�(𝑥) = (
1

√2𝜋
)

𝑠

𝑆√2𝑚𝐺(𝑥). 
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Karena 𝐺 (
𝑥

√2𝑚
) = 𝑆√2𝑚𝐺(𝑥), maka  

𝑔�̂�(𝑥) = (
1

√2𝜋
)

𝑠

𝑒
−‖

𝑥

√2𝑚
‖

2

2

/2
= (

1

√2𝜋
)

𝑠

𝑒−‖𝑥‖2
2/4𝑚, 

dengan cara serupa, dapat dibuktikan bahwa 

𝑔2�̂�(𝑥) = (
1

√2𝜋
)

𝑠

𝑒−
‖𝑥‖2

2

8𝑚 .                                          (4.2) 

Berdasarkan (4.1) dan (4.2), diperoleh 

�̂�𝑚(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗𝑔2�̂�(𝜔)

𝑁

𝑗=1

 

= ∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗 (
1

√2𝜋
)

𝑠

𝑒−‖𝜔‖2
2/8𝑚

𝑁

𝑗=1

 

= (2𝜋)−𝑠/2 ∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗𝑒−‖𝜔‖2
2/8𝑚

𝑁

𝑗=1

. 

Langkah berikutnya adalah melakukan transformasi Fourier terhadap konvolusi 𝛾𝑚 

dengan 𝛾�̃�, yakni  

(𝛾𝑚 ∗ 𝛾�̃�)  ̂(𝜔) = (2𝜋)
𝑠
2|𝛾�̂�(𝜔)|2 

= (2𝜋)𝑠/2 |(2𝜋)−𝑠/2 ∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗𝑒−‖𝜔‖2
2/8𝑚

𝑁

𝑗=1

|

2

. 

Catat bahwa 

|∑ 𝛼𝑗𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥𝑗𝑒−‖𝜔‖2
2/8𝑚

𝑁

𝑗=1

|

2

= ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅𝑒−𝑖𝜔𝑇(𝑥𝑗−𝑥𝑘)𝑒−‖𝜔‖2
2/4𝑚

𝑁

𝑗,𝑘=1

, 

sehingga 

(𝛾𝑚 ∗ 𝛾�̃�)  ̂(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅𝑒−𝑖𝜔𝑇(𝑥𝑗−𝑥𝑘)

𝑁

𝑗,𝑘=1

𝑔�̂�(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅

𝑁

𝑗,𝑘=1

(𝑇(𝑥𝑗−𝑥𝑘)𝑔𝑚)   ̂(𝜔). 

Dengan menggunakan fakta bahwa (𝑇(𝑥𝑗−𝑥𝑘)𝑔𝑚)   ̂(𝜔) = �̂�𝑚(𝜔 − (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)), 

maka 

(𝛾𝑚 ∗ 𝛾�̃�)(𝜔) = ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅

𝑁

𝑗,𝑘=1

𝑔𝑚 (𝜔 − (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)). 
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Kemudian akan ditunjukkan ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) ≥ 0𝑁
𝑗,𝑘=1 .  

Ambil 𝛼 ∈ ℂ𝑛 sebarang. Berdasarkan Definisi III.1 dan Teorema II.14, 

∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) =

𝑁

𝑗,𝑘=1

∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅ lim
𝑚→∞

∫ 𝑓(𝑥)
ℝ𝑠

𝑔𝑚(𝑥 − (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘))𝑑𝑥

𝑁

𝑗,𝑘=1

 

= lim
𝑚→∞

∫ 𝑓(𝑥)
ℝ𝑠

∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅

𝑁

𝑗,𝑘=1

𝑔𝑚 (𝑥 − (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)) 𝑑𝑥 

= lim
𝑚→∞

∫ 𝑓(𝑥)
ℝ𝑠

(𝛾𝑚 ∗ 𝛾�̃�)(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0. 

Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑓 semi definit positif . 

Sebaliknya, akan ditunjukkan 𝑓 terbatas dan memenuhi 

∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥
ℝ𝑠ℝ𝑠

0.                            (4.3) 

Misalkan 𝑓: ℝ𝑠 → ℂ semi definit positif dan kontinu. Karena 𝑓 semi definit positif 

dan berdasarkan Teorema III.4, 𝑓 terbatas. Ambil 𝛾 ∈ 𝕊 sebarang. Persamaan (4.3) 

terintegralkan, yakni untuk setiap 휀 > 0,   𝑄 ⊆ ℝ𝑠 cube tutup, sehingga 

|∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ℝ𝑠ℝ𝑠

− ∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑄𝑄

| <
휀

2
.    (4.4) 

Karena 𝑄 cube tutup, integral lipat sepanjang 𝑄 tersebut merupakan limit dari 

jumlah Riemann, diperoleh 

|∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑄𝑄

− ∑ 𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)𝛾(𝑥𝑗)𝑞𝑗𝛾(𝑥𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑞𝑘̅̅ ̅

𝑛

𝑗,𝑘=1

| <
휀

2
   (4.5) 

untuk setiap 𝑥1,  … ,  𝑥𝑛 ∈ ℝ𝑠 dan 𝑞1, … , 𝑞𝑛 ∈ ℂ. Berdasarkan Persamaan (4.4) dan 

(4.5), diperoleh 

|∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ℝ𝑠ℝ𝑠

− ∑ 𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)𝛾(𝑥𝑗)𝑞𝑗𝛾(𝑥𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑞𝑘̅̅ ̅

𝑛

𝑗,𝑘=1

| < 휀. 

Akibatnya, 

∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ℝ𝑠

< ∑ 𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)𝛾(𝑥𝑗)𝑞𝑗𝛾(𝑥𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑞𝑘̅̅ ̅

𝑛

𝑗,𝑘=1

+ 𝜖
ℝ𝑠

. 
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Karena 𝑓 definit positif, maka berdasarkan Definisi III.1 berlaku 

∑ 𝑓(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)𝛾(𝑥𝑗)𝑞𝑗𝛾(𝑥𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑞𝑘̅̅ ̅

𝑛

𝑗,𝑘=1

≥ 0 

untuk setiap 𝛾(𝑥) ∈ ℂ𝑛 dan untuk 휀 → 0, diperoleh 

0 ≤ ∫ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦

ℝ𝑠ℝ𝑠

. 

Teorema berikut merupakan perumuman dari Teorema Representasi Riesz. 

Teorema IV.2 (Perumuman Teorema Representasi Riesz) Misalkan 

𝜆: ∁0
∞(ℝ𝑠) → ℂ fungsional linear yang taknegatif untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0

∞(ℝ𝑠) dengan 

𝑓 ≥ 0. Maka 𝜆 memiliki perluasan pada ∁0 (ℝ𝑠) dan terdapat 𝜇 ≥ 0 ukuran Borel 

yang memenuhi 

𝜆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

 

untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0 (ℝ𝑠). 

Bukti. Ambil 𝜆 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) fungsional linear sebarang dengan 𝜆(𝑓) ≥ 0,   dan 𝑓 ∈

∁0
∞(ℝ𝑠) dengan 𝑓 ≥ 0. Akan dibuktikan terdapat 𝜇 ≥ 0 ukuran Borel sehingga  

𝜆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

,   𝑓 ∈ ∁0 (ℝ𝑠). 

  Bukti dari teorema ini dibagi menjadi tiga langkah sebagai berikut. 

  Langkah 1. Ambil 𝐾 ⊆ ℝ𝑠 kompak, maka ∁0
∞(𝐾) ⊆ ∁0

∞(ℝ𝑠), dengan ∁0
∞(𝐾) 

koleksi fungsi yang memiliki support di 𝐾. Akan dibuktikan 𝜆 terbatas lokal yaitu 

|𝜆(𝑓)| ≤ 𝑀𝐾‖𝑓‖𝐿∞(𝐾),  untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0
∞(𝐾), dimana 𝑀𝑘 adalah suatu 

konstanta yang bergantung pada 𝐾. Pilih 𝜑 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) dengan 𝜑|𝐾 = 1 dan 𝜑 ≥ 0. 

Jika 𝑓 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) bernilai real, maka  

  ‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜑 + 𝑓 ≥ 0 dan ‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜑 − 𝑓 ≥ 0. 

Akibatnya, diperoleh 0 ≤ 𝜆(‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜑 + 𝑓) = ‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜆(𝜑) + 𝜆(𝑓) dan         

0 ≤ 𝜆(‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜑 − 𝑓) = ‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜆(𝜑) − 𝜆(𝑓), sehingga dapat ditulis sebagai 

𝜆(𝑓) ≥ −‖𝑓‖𝐿∞(𝐾)𝜆(𝜑) dan (𝑓) ≤ ‖𝑓‖ 𝜆(𝜑). Dengan kata lain,  

|𝜆(𝑓)| ≤ 𝜆(𝜑)‖𝑓‖𝐿∞(𝐾). 
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Jika 𝑓 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) bernilai kompleks, maka pilih 𝜃 ∈ ℝ sehingga 𝑒𝑖𝜃𝜆(𝑓) ∈  ℝ. 

Misalkan 𝑓 = 𝑎 + 𝑖𝑏. Perhatikan bahwa 

𝜆(𝑅𝑒(𝑓)) = 𝜆(𝑅𝑒(𝑎 + 𝑖𝑏)) = 𝜆(𝑎) = 𝑅𝑒(𝜆(𝑎) + 𝑖𝜆(𝑏)) = 𝑅𝑒𝜆(𝑓), 

sehingga 𝜆(𝑅𝑒(𝑒𝑖𝜃𝑓)) = 𝑅𝑒(𝜆(𝑒𝑖𝜃𝑓)) = 𝜆(𝑒𝑖𝜃𝑓) = 𝑒𝑖𝜃𝜆(𝑓). Oleh karena itu, 

|𝜆(𝑓)| = |𝑒𝑖𝜃||𝜆(𝑓)| = |𝑒𝑖𝜃𝜆(𝑓)| = |𝜆 (𝑅𝑒(𝑒𝑖𝜃𝑓))| ≤ 𝜆(𝜑)‖𝑅𝑒(𝑒𝑖𝜃𝑓)‖
𝐿∞(𝐾)

 

= 𝜆(𝜑)|𝑒𝑖𝜃|‖𝑓‖𝐿∞(𝐾) = 𝜆(𝜑)‖𝑓‖𝐿∞(𝐾). 

Dengan demikian, |𝜆(𝑓)| ≤ 𝜆(𝜑)‖𝑓‖𝐿∞(𝐾),  untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠). 

Langkah 2. Akan ditunjukkan bahwa 𝜆 memiliki perluasan lokal pada ∁0 (𝐾). 

Karena 𝜆 terbatas di ∁0
∞(𝐾), 𝜆 kontinu. Ambil 0 ≤ 𝑓 ∈ ∁0 (𝐾) sebarang. 

Selanjutnya, konstruksi {𝑓𝑗} di ∁0
∞(𝐾) yang konvergen seragam ke 𝑓. Dengan kata 

lain, lim
𝑗→∞

𝑓𝑗 = 𝑓. Karena 𝑓 ∈ ∁0 (𝐾), {𝑓𝑗} dapat dipilih sebagai konvolusi 𝑓 dengan 

fungsi-fungsi taknegatif dan punya kompak support, yaitu 𝑓𝑗 = 𝑓 ∗ 𝑔𝑗, 𝑗 ∈ ℕ. 

Karena 𝜆 kontinu dan 𝑓𝑗 → 𝑓, lim
𝑗→∞

𝜆(𝑓𝑗) = 𝜆(𝑓). Perhatikan 

𝜆(𝑓) = lim
𝑗→∞

𝜆(𝑓𝑗) = 𝜆  (lim
𝑗→∞

𝑓𝑗) = 𝜆  (lim
𝑗→∞

∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑔𝑗(𝑦)𝑑𝑦
𝐾

) ≥ 0. 

Karena 𝐾 kompak, 𝜆(𝑓) ≥ 0  kontinu, untuk setiap 𝑓 ∈ ∁0 (𝐾), dengan 𝑓 ≥ 0, 

maka berdasarkan Teorema Representasi Riesz, 𝜆 memiliki perluasan pada ∁0 (𝐾), 

dan terdapat 𝜇 ≥ 0 ukuran Borel pada ℬ(𝐾) yang memenuhi 

𝜆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
𝐾

. 

Langkah 3. Kemudian, akan ditunjukkan bahwa 𝜆 memiliki perluasan di ℝ𝑠. 

Misalkan ring ℱ𝑠 = {⋃ [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖): 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℝ𝑠,  𝑎𝑖 < 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 } yaitu koleksi dari 

gabungan berhingga kubus semi buka. Misalkan 𝐾𝑗 = {𝑥 ∈ ℝ𝑠: ‖𝑥‖2 ≤ 𝑗}. Ambil 

𝐴 ∈ ℱ𝑠 sebarang. Pilih 𝑗 cukup besar sehingga 𝐴 ⊆ 𝐾𝑗. Definisikan pra-ukuran 

�̃� : ℱ𝑠 → [0, ∞) dengan �̃� (𝐴) = 𝜇𝐾𝑗
(𝐴), yang memenuhi: 

i) �̃� (∅) = 0, 

ii) misalkan 𝐴𝑗 ∈ ℱ𝑠,  𝑗 ∈ ℕ, jika ⋃ 𝐴𝑗 ∈ ℱ𝑠, maka �̃� (⋃ 𝐴𝑗) = ∑ �̃�(𝐴𝑗).  

Berdasarkan Proposisi 5.31, maka �̃�(𝐴) =  𝜇(𝐴),  𝐴 ∈ ℝ𝑠. Dengan demikian, 

𝜆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

.                                                     ∎ 
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Teorema IV.3 (Teorema Bochner) Suatu fungsi kontinu 𝜙: ℝ𝑠 → ℂ adalah 

fungsi semi definit positif jika dan hanya jika fungsi tersebut merupakan 

transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif pada ℝ𝑠, 

yakni 

𝜙(𝑥) = �̂�(𝑥) = (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝜔𝑑𝜇(𝜔)
ℝ𝑠

,    𝑥 ∈ ℝ𝑠. 

Bukti. Pertama asumsikan bahwa 𝜙 merupakan transformasi Fourier dari suatu 

ukuran Borel yang taknegatif. Ambil 𝑥1, … , 𝑥𝑁 ∈ ℝ𝑠 dan 𝛼 ∈ ℂ𝑁 sebarang. Maka 

diperoleh 

∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅

𝑁

𝑗,𝑘=1

𝜙(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) = (2𝜋)−𝑠/2 ∑ 𝛼𝑗𝛼𝑘̅̅ ̅

𝑁

𝑗,𝑘=1

∫ 𝑒−𝑖(𝑥𝑗−𝑥𝑘)𝑇𝜔𝑑𝜇(𝜔)
ℝ𝑠

 

= (2𝜋)−𝑠/2 |∑ 𝛼𝑗

𝑁

𝑗=1

∫ 𝑒−𝑖𝑥𝑗
 𝑇𝜔𝑑𝜇(𝜔)

ℝ𝑠

|

2

≥ 0. 

Dengan demikian, fungsi 𝜙 semi definit positif. 

Sebaliknya, misalkan 𝜙 semi definit positif. Pertama, definisikan 𝜆 suatu fungsional 

linear pada 𝕊, yaitu 

𝜆(𝛾) = ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

𝛾  ̌(𝑥)𝑑𝑥,   𝛾 ∈ 𝕊. 

Jika 𝛾 ∈ 𝕊 dengan 𝛾 = |𝜓|2, 𝜓 ∈ 𝕊, maka dapat dicari 𝜆(𝛾) dengan 𝑓 = �̌�, yaitu 

𝜆(𝛾) = ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

𝛾  ̌(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

(|𝜓|2)  ̌(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

(|𝑓 ̂|
2

)   ̌(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

(2𝜋)−𝑠/2( 𝑓 ∗ 𝑓)  ̌̂ (𝑥)𝑑𝑥 

= (2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝜙(𝑥)
ℝ𝑠

( 𝑓 ∗ 𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 

= (2𝜋)−𝑠/2 ∫ ∫ 𝜙(𝑥 − 𝑦)𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥
ℝ𝑠

𝑑𝑦
ℝ𝑠

≥ 0. 

Oleh karena itu, diperoleh 𝜆 yang taknegatif pada {𝛾 ∈ 𝕊 ∶ 𝛾 = |𝜓|2, 𝜓 ∈ 𝕊}. 
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Langkah kedua adalah memperluas 𝜆 pada {𝛾 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) dengan 𝛾 ≥ 0}. Ambil 

𝛾 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠) dengan 𝛾 ≥ 0. Bentuk 𝛾 + 휀2𝐺, dengan 𝐺(𝑥) = 𝑒−‖𝑥‖2

2 /2 untuk 

setiap 휀 > 0. Akibatnya, dapat dicari √𝛾 + 휀2𝐺  sebut 𝛾1, jelas bahwa  𝛾1 ∈ ∁∞ 

bahkan 𝛾1 ∈ 𝕊. Perhatikan bahwa 

0 ≤ 𝜆(|𝛾1|2) = 𝜆 (|√𝛾 + 휀2𝐺 |
2

) = 𝜆(𝛾) + 휀2𝜆(𝐺) , 

sehingga diperoleh 𝜆(𝛾) ≥ 0 untuk 휀 → 0. Karena 𝜆(𝛾) ≥ 0 pada ∁0
∞(ℝ𝑠), 

berdasarkan Teorema IV.2 diperoleh ukuran Borel taknegatif 𝜇, dengan 

�̂�(−𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝜇(𝑥) yang memenuhi 

𝜆(𝛾) = ∫ 𝛾(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

,   𝛾 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠). 

Selanjutnya, gunakan hampiran konvolusi untuk menunjukkan keberhinggaan 𝜇. 

Hampiran konvolusi menggunakan keluarga fungsi 𝑔𝑚(𝑥) = 𝑚𝑠𝑔(𝑚𝑥) dengan 

𝑔 ∈ ∁(ℝ𝑠) ∩ 𝐿1(ℝ𝑠), 𝑔 ≥ 0, dan ∫ 𝑔 = 1. Di sini diperlukan �̂� ∈ ∁0 (ℝ𝑠) yang 

taknegatif, untuk menunjukkan hal tersebut pilih 𝑔0 ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠), kemudian 

definisikan 𝑔 = (𝑔0 ∗ �̃�0)  ̌. Perhatikan bahwa 

�̂� = (𝑔0 ∗ �̃�0) = (2𝜋)
𝑠
2|𝑔0|2 ≥ 0. 

Karena 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ𝑠), berdasarkan Teorema Riemann-Lebesgue, lim
‖𝑥‖→∞

�̂�(𝑥) = 0. 

Dengan demikian, didapat �̂� ∈ ∁0 (ℝ𝑠), 𝑔 ∈ 𝕊 dan �̂� ∈ ∁0
∞(ℝ𝑠). 

Langkah berikutnya adalah menujukkan 𝜇 memiliki masa total yang hingga dengan 

menggunakan 𝜆 yang telah diperoleh pada langkah sebelumnya. Perhatikan bahwa 

∫ 𝜙(𝑥)𝑔𝑚(𝑥)𝑑𝑥
ℝ𝑠

= ∫ �̂�𝑚(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

= ∫ �̂� (
𝑥

𝑚
) 𝑑𝜇(𝑥)

ℝ𝑠
, 

dan 

�̂�𝑚(𝑥) = 𝑚𝑠�̂�(𝑚𝑥) = 𝑚𝑠 [
1

𝑚𝑠
�̂� (

𝑥

𝑚
)] = �̂� (

𝑥

𝑚
). 

Akibatnya, diperoleh 

lim
𝑚→∞

�̂� (
𝑥

𝑚
) = lim

𝑚→∞
𝑚𝑠�̂�(𝑚𝑥) = 𝑚𝑠 lim

𝑚→∞
(2𝜋)−𝑠/2 ∫ 𝑔(𝑚𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑇𝑦𝑑𝑦

ℝ𝑠
. 

Misalkan 𝑦′ = 𝑚𝑦 dan 𝑑𝑦′ = 𝑚𝑠𝑑𝑦, maka 

lim
𝑚→∞

�̂� (
𝑥

𝑚
) = 𝑚𝑠(2𝜋)−

𝑠
2 lim

𝑚→∞
∫ 𝑔(𝑦′)𝑒−

𝑖𝑥𝑇𝑦′

𝑚 𝑚−𝑠𝑑𝑦
ℝ𝑠

 

Dengan menggunakan Teorema Terdominasi Lebesgue, diperoleh 
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lim
𝑚→∞

�̂� (
𝑥

𝑚
) = (2𝜋)−

𝑠
2 ∫ 𝑔(𝑦′) lim

𝑚→∞
𝑒−

𝑖𝑥𝑇𝑦′

𝑚 𝑑𝑦
ℝ𝑠

= (2𝜋)−
𝑠
2. 

Selanjutnya, integralkan kedua ruas dan gunakan Lemma Fatou, sehingga 

(2𝜋)−
𝑠
2 ∫ 𝑑𝜇(𝑥)

ℝ𝑠
= ∫ lim

𝑚→∞
�̂� (

𝑥

𝑚
) 𝑑𝜇(𝑥)

ℝ𝑠
 

≤ lim
𝑚→∞

∫ �̂� (
𝑥

𝑚
) 𝑑𝜇(𝑥)

ℝ𝑠
 

= lim
𝑚→∞

∫ 𝜙(𝑥)𝑔𝑚(𝑥)𝑑𝑥
ℝ𝑠

 

=  𝜙(0). 

Hal tersebut mengakibatkan 

∫ 𝑑𝜇(𝑥)
ℝ𝑠

≤ (2𝜋)
𝑠
2 𝜙(0), 

dengan kata lain total masa 𝜇 terbatas. Karena 𝜇 hingga, diperoleh 

𝜙(𝑥) = lim
𝑚→∞

∫ 𝜙(𝜔)𝑔𝑚(𝑥 − 𝜔)𝑑𝜔
ℝ𝑠

 

= lim
𝑚→∞

∫ �̂�𝑚(𝑥 − 𝜔)𝑑𝜇(𝜔)
ℝ𝑠

 

= lim
𝑚→∞

∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑇𝑥�̂�𝑚(−𝜔)𝑑𝜇(𝜔)
ℝ𝑠

 

= (2𝜋)−
𝑠
2 ∫ 𝑒−𝑖𝑥𝑇𝜔𝑑𝜇(𝜔)

ℝ𝑠
                                        

Dengan demikian, terbukti bahwa setiap fungsi semi definit positif yang kontinu 

merupakan transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel yang bernilai hingga.    ∎ 

 

Salah satu manfaat Teorema Bochner adalah sebagai alat untuk membuktikan 

karakterisasi fungsi definit positif seperti yang dibahas oleh Karimah (2017). 

Aplikasi dari teorema ini juga digunakan dalam bidang statistik, khususnya terkait 

time series. Dalam analisis harmonik, Teorema Bochner menyatakan bahwa fungsi 

semi definit positif yang kontinu pada grup abelian yang kompak lokal bersesuaian 

dengan ukuran hingga yang taknegatif pada grup dual Pontryagin.  
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Bab V Kesimpulan 

 

Dalam tesis ini telah diidentifikasi bahwa salah satu syarat cukup fungsi semi 

definit positif pada ruang linear bernorm adalah memenuhi kondisi  

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖2 ≤ 2𝑓(0)𝑅𝑒[𝑓(0) − 𝑓(𝑦 − 𝑥)]. 

 Lebih jauh, jika fungsi semi definit positif kontinu pada 0, maka fungsi tersebut 

kontinu seragam pada ruang linear bernorm. Selain itu, fungsi ini juga terbatas, 

yaitu pada 𝑓(0) ≥ 0 dan 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ . Di sisi lain, fungsi semi definit positif 

memiliki sifat ketertutupan terhadap penjumlahan dan perkalian. 

 

Dalam tesis ini juga telah dibuktikan karakterisasi fungsi semi definit positif di ℝ𝑠 

terkait transformasi Fourier, yakni suatu fungsi kontinu adalah fungsi semi definit 

positif jika dan hanya jika fungsi tersebut merupakan transformasi Fourier dari 

suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif pada ℝs atau yang dikenal sebagai 

Teorema Bochner. 

 

Masih banyak hal menarik yang dapat dipelajari dari fungsi semi definit positif, 

contohnya seperti barisan fungsi semi definit positif. Selain itu, perluasan dari 

fungsi semi definit positif dan aplikasinya juga menarik untuk dipelajari. 

Teorema Bochner juga memberikan manfaat dalam bidang matematika terapan. 

Salah satu teorema berkaitan dengan Teorema Bochner adalah representasi 

Herglotz yang berhubungan dengan masalah momen. 
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