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ABSTRAK
KARAKTERISASI FUNGSI SEMI DEFINIT POSITIF PADA RS

Oleh
Khairunnisa Fadhilla Ramdhania
NIM: 20115003
(Program Studi Magister Matematika)

Tesis ini membahas mengenai karakterisasi fungsi semi definit posititf pada R,
Khususnya, dalam tesis ini diperlihatkan bahwa fungsi semi definit positif
merupakan transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif
pada RS. Karakterisasi tersebut dibuktikan dengan menggunakan perumuman
Teorema Representasi Riesz.

Kata kunci : fungsi semi definit positif, fungsi definit positif, perumuman teorema
representasi Riesz, transformasi Fourier.



ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF POSITIVE SEMI-DEFINITE
FUNCTIONS ON RS®

By
Khairunnisa Fadhilla Ramdhania
NIM: 20115003
(Master Program of Mathematics)

This thesis discusses a characterization of positive semi-definite functions on RS.
In particular, it is shown in this thesis that positive semi-definite functions are the
Fourier transformation of finite nonnegative Borel measures on RS. This
characterization is proved by using Generalized Riesz’s Representation Theorem.

Keywords: positive semi definite function, positive definite function, generalized
Riesz’s representation theorem, Fourier transformation.
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1.1 Latar Belakang

Salah satu kajian matematika yang banyak digunakan dalam ilmu terapan adalah
teori tentang masalah interpolasi. Interpolasi merupakan suatu cara untuk
mendapatkan fungsi F: X — R dari sejumlah data {(x;, 4;)}/=, yang diberikan dan
memenuhi F(x;) = 1;, 1 < i < n.Dengan demikian, F dikatakan menginterpolasi
data tersebut. Misal U adalah ruang vektor dengan basis {u4, us, ..., u,}. Fungsi F

yang dicari harus memenuhi

n

/11' = F(Xl) = Zc]u](xl) ’ 1<i<n.

j=1
Persamaan tersebut dapat ditulis sebagai bentuk matriks y = Ac dengan
A = [uj(x;)] matriks interpolasi berukuran n x n, yang akan memiliki solusi
tunggal jika dan hanya jika A matriks nonsingular untuk setiap xy, ..., x, Yyang

berbeda satu sama lain.

Cheney dan Light (2009), mengemukakan bahwa sejumlah data juga dapat

diinterpolasi oleh Y7_; cjf(xi — xj), dengan f suatu fungsi translasi. Hal tersebut
memotivasi penulis untuk mencari suatu fungsi f(xl- — x]-), khususnya dalam hal
ini merupakan matriks [f (x; — x;)] yang selalu semi definit positif, fungsi tersebut

selanjutnya dikenal sebagai fungsi semi definit positif dan akan dibahas pada bab

berikutnya.

Sedikit tentang sejarah fungsi semi definit positif seperti yang dikemukakan oleh
Stewart (1976), seorang matematikawan bernama Mathias pada tahun 1923
mendefinisikan dan mempelajari sifat-sifat fungsi semi definit positif dengan
variabel real. la termotivasi oleh hasil perolehan Caratheodory dan Toeplitz
sebelumnya. Selain Mathias, beberapa matematikawan lain yang berkecimpung
dalam penelitian yang terkait fungsi semi definit positif di antaranya adalah F. Riesz
membahas mengenai aplikasi fungsi ini pada sistem persamaan integral, Herglotz
membahas hubungan fungsi semi definit positif dengan masalah momen

trigonometri, Fischer, dan Schur. Selain itu, kajian-kajian terkait fungsi semi definit

1
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positif tidak hanya tertuang pada artikel ilmiah saja, kajian tersebut juga dibahas

dalam beberapa buku, seperti buku karangan Wendland pada tahun 2005.

Pada tesis ini akan dibahas mengenai karakterisasi fungsi semi definit positif pada
R?, khususnya terkait dengan transformasi Fourier, yang dikenal sebagai Teorema
Bochner dan secara khusus dijelaskan pada Bab IV. Aplikasi fungsi semi definit
positif dibahas oleh Nurjanah (2017), khususnya mengenai fungsi completely
monotone. Selain itu, dalam Teorema Schoenberg disinggung mengenai fungsi
semi definit positif seperti yang dibahas oleh Herlinawati (2017).

1.2 Tujuan Penelitian

Berkenaan dengan latar belakang di atas, tujuan dari penelitian ini yaitu:

1.  Mengidentifikasi syarat cukup fungsi semi definit positif.

2.  Menyelidiki ketertutupan terhadap perkalian dan penjumlahan fungsi semi
definit positif, serta membuktikan beberapa teorema terkait.

3. Memperkenalkan karakterisasi fungsi semi definit positif pada R*, khususnya

terkait dengan transformasi Fourier, beserta pembuktiannya.

1.3 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada tesis terdiri dari 5 bab, yaitu: Bab | merupakan
pendahuluan yang berisi latar belakang, tujuan, dan sistematika pendahuluan.
Bab Il menjelaskan beberapa fakta tentang matriks semi definit positif, transformasi

Fourier, dan ukuran Borel, serta fungsional linear.

Bab IIl berisi pembahasan mengenai fungsi semi definit positif, contoh, dan

beberapa teorema terkait, serta pembuktian dari teorema-teorema tersebut.

Salah satu pembahasan yang cukup penting dari tesis ini adalah karakterisasi fungsi
semi definit positif yang akan dipaparkan pada Bab IV.

Selanjutnya, Bab V merupakan bab penutup yang berisi kesimpulan dari hasil yang
telah diperoleh dan arah pengembangan penelitian tentang fungsi semi definit

positif.
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Pada bab ini akan dijelaskan beberapa fakta tentang matriks semi definit positif,
transformasi Fourier, dan ukuran Borel, serta fungsional linear. Fakta-fakta tersebut
sebagian besar dirujuk dari Cheney (2009), Muchlis (2014), dan Wendland (2005).

1.1 Matriks Semi Definit Positif

Matriks semi definit positif merupakan salah satu objek yang berkaitan erat dengan
pendefinisian fungsi semi definit positif yang akan dibahas pada Bab Ill. Dalam
beberapa buku, matriks ini disebut sebagai matriks definit taknegatif, namun dalam
tesis ini penulis menggunakan istilah matriks semi definit positif agar lebih mudah

untuk dipahami.

Definisi I1.1 Misalkan A € C™™. Matriks A disebut matriks Hermite jika

A = A”, dengan A* merupakan transpos konjugat dari A.

Konsekuensi dari Teorema Spektral di antaranya adalah setiap nilai eigen dari

matriks Hermite bernilai real dan matriks Hermite dapat didiagonalisasi secara

uniter. Dengan Kkata lain, setiap matriks Hermite A dapat ditulis sebagai
A=UDU"

dengan U matriks uniter dan D matriks diagonal real.

Teorema 11.2 Jika A € C™*™ memenuhi u*Au = 0 dengan u € C"*, maka A = 0.

Bukti. Misalkan A € C"*™. Ambil u, v € C™ sebarang. Kemudian, uraikan
0=(u+v)Alu+v) = u'Au +v*Au + u*Av + v*Av = v*Au + u*Av,
sehingga diperoleh
v'Au + u*Av = 0. (1.1)
Selanjutnya, substitusi u dengan iu,
0 =v*Aiu + (iu)"Av = iv'Au — iu"Av.
Terakhir, kalikan persamaan di atas dengan i agar diperoleh
—v*Au +u*Av = 0. (1.2)
Berdasarkan (1.1) dan (1.2), diperoleh u*Av = 0. Pilihv = (u*A)*, sehingga
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(u*A)(u*A)* = 0. Akibatnya, ||u*A4||? = 0, yang memberikan u*A = 0. Dengan
demikian, A = 0. n

Selain ditinjau dari nilai eigen dan pendiagonalan secara uniter, berikut adalah salah

satu karakteristik matriks Hermite.

Teorema 11.3 Misalkan A € C™*™. Pernyataan berikut ekivalen:
i) A matriks Hermite,
i) untuk setiap u € C*, u*Au real.
Bukti. Misalkan A matriks Hermite, untuk membuktikan u*Au € R, harus
ditunjukkan bahwa u*Au = u*Au. Perhatikan bahwa
wAu = (WAw)* = u*A*u = u*Au.

Dengan demikian, bentuk u*Au bernilai real.

Sebaliknya, misalkan A = B + iC, dengan B = %(A + A*) dan C = %(A —A").

Pandang
1 1 1 1
B = [E(A+A*)] =SWU A =SU + M) =SA+A) =B,

1 * 1 1 1
c —[Z—i(A—A)] — A = (A=A = (A-A) = C

Berdasarkan Definisi 1.1, B, C Hermite dan berdasarkan premis u*Bu, u*Cu € R,
sehingga u*Au = u*Bu + iu*Cu. Karena u*Au € R, haruslah u*Cu = 0. Lemma

I1.2 menyatakan bahwa C = 0. Dengan demikian, matriks A = B Hermite. [

Ekivalensi di atas merupakan salah satu sifat untuk mengenali matriks Hermite.
Lebih jauh, jika u*Au taknegatif, maka dapat didefinisikan suatu matriks Hermite

yang lebih khusus, yang dikenal sebagai matriks semi definit positif.

Definisi 11.4 Misalkan A € C**™ matriks Hermite. Matriks A dikatakan semi

definit positif jika x*Ax > 0, untuk setiap x € C™.

Selanjutnya, teorema berikut menunjukkan suatu sifat matriks semi definit positif
terkait dengan nilai eigen dan determinannya. Selain itu, setiap matriks semi definit
positif dapat dituliskan sebagai perkalian sebarang matriks dengan transpos

konjugatnya.
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Teorema I1.5 Jika A matriks semi definit positif, maka semua nilai eigen A dan
determinan A taknegatif.
Bukti. Misalkan A adalah nilai eigen A dan v # 0 adalah suatu vektor eigen yang
bersesuaian dengan A, sehingga berlaku Av = Av. Berdasarkan hipotesis, maka

0 <v*Av =v*Av = A||v||%
Karena v # 0, haruslah 2 > 0. Kita tahu bahwa hasil perkalian semua nilai eigen A

merupakan determinan A, hal tersebut mengakibatkan det(A4) = 0. [

Lemma ll.6 Suatu matriks A € C™*™ semi definit positif jika dan hanya jika

terdapat matriks B € C™*™ (tidak harus persegi), sehingga A = B*B.

Bukti. Karena A matriks Hermite, matriks A dapat didiagonalisasi secara uniter,
yaitu A = UDU™ untuk suatu matriks uniter U dan D = diag (44, 1,, ... 4,) dengan
A; nilai eigen A4, untuk i = 1,, ... n. Berdasarkan premis, A merupakan matriks semi
definit positif, akibatnya untuk setiap A;,4,,...,4, = 0. Selanjutnya pilih
B = Udiag(ay,ay, ...,a,)U*dengan a; € Cdan |a;|2 = 4;, i=1,2,...,n, maka
B*B = U diag(ay, a3, ..., apy)U*U diag(a,, ay, ..., ay)U*

= U diag(la,|?, |az|?, ..., lay | U*

= U diag(A4, 25, ... A,)U*

= UDU* =A.
Sebaliknya, Ambil A € C™*™ yang memenuhi A = B*B untuk suatu B € C™*™ dan
ambil u € C" sebarang. Perhatikan bahwa

u*Au = u*(B*B)u = u*B*Bu = (uB)*Bu = ||Bul|?> > 0.

Berdasarkan Definisi 11.4, matriks A semi definit positif. m

Definisi 11.7 Misalkan A, B € C™*". Hasil kali Schur dari A dan B adalah

[Cij] = [441[B;]-

Lemma 11.8 (Schur) Hasil kali Schur dari dua matriks semi definit positif

merupakan matriks semi definit positif.

Bukti. Ambil A,B € C™™ semi definit positif sebarang. Misalkan C € C™*™
merupakan hasil kali Schur dari A dan B. Berdasarkan Lemma 11.6, matriks A dan
matriks B dapat ditulis sebagai A = E*E dan B = F*F, dengan E, F € C™*".
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Ambil u € C" sebarang, sehingga diperoleh

u'Cu = ZzﬁzujzzE_mEvj FyiFyj
i v ow
= ZZ ZELE_Wm) Zquvj Fyj
v w
v w

Berdasarkan Definisi 11.4, matriks C semi definit positif. [

1.2  Transformasi Fourier

Subbab ini membahas tentang transformasi Fourier dan beberapa sifatnya.
Transformasi Fourier dibutuhkan sebagai alat untuk mengkarakterisasi fungsi semi
definit positif yang akan dibahas pada Bab I1l. Sebelumnya, perlu diingat kembali
tentang ruang L (RS), yaitu koleksi fungsi yang terintegralkan mutlak sepanjang
R®.

Definisi 1.9 Misalkan f € L'(R®) dengan [|fl; = [pslf(x)|dx. Transformasi

Fourier dari f dinotasikan f dan didefinisikan sebagai

F© = @2 | feeax, sewr,
]RS
serta inversi Fourier dari f didefinisikan sebagai
F@©=0@n)™2| fx)e¥ *dx, §eRS.
]RS
Salah satu operator yang memiliki kaitan cukup erat dengan transformasi Fourier

adalah operator konvolusi.

Definisi 11.10 Misalkan f dan g fungsi pada R°. Konvolusi dari f dan g

dinotasikan f * g dan didefinisikan sebagai

(f * @) = f f&—gOdy,
RS

untuk setiap x, y € RS.
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Teorema berikut memaparkan sifat transformasi Fourier yang berkaitan dengan
konvolusi, translasi, dan dilasi. Beberapa bukti dari teorema di bawah dapat dilihat
pada Wendland (2005).

Teorema 11.11 Misalkan f € L*(R®). Pernyataan berikut benar.

i) Transformasi Fourier dari f * g adalah (f * g)"(x) = (Zn)if(x)g(x).

i\ aey — ~ R S) A 2

i) Jika f(x) = f(—x), maka (f * f)"(x) = 2m)2|f(x)| .

iii) Jika T, f (x) = f(x — a) untuk setiap a € R%, maka (T, f)"(x) = e‘i"T“f(x).
iv) JikaS,f(x) =f (g) untuk setiap @ > 0, maka (S, f)"(x) = assl/af(x).

Bukti.
i)  Ambil £, g € L'(R®) sebarang. Perhatikan bahwa

(f* gy (x) = @)% | (f * g)(»)e ™ dy
RS

— (2n)2 f F(@)g(y - D)dze="vay.
RS JRS

Misalkan y’ = y — z, maka

(f * gy (x) = (2m)~*/2 j F(2)g(y) e ™ O +Ddzdy’

RS /RS

— (Zn)—S/Zf f f(z)g(yl) e—ixTy’e—ixTdedyI
RS YRS

= (2m)*/? I(Zﬂ)_s/z f(Z)e‘ixTZdZJ gy e "Y' gy’
]:RS

RS

S al A
= (2m)zf (x) g (x). m
i) Ambil f € L'(R®) dan a € RS sebarang. Misalkan premis terpenuhi, maka

(TofY() = flx—a) = @m)™/2 | fly —a)e ™ Vdy
RS
Misalkan y’ = y — a, maka

(Tf)Y(x) = @n)™5/2 | f(y)e * O'+agy’
RS

= e™®'aQ2m) /2 [ fF(YNe* YV dy' = e ¥ 4f (x). =
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iv) Ambil f € L'(R®) dan « € R® sebarang. Misalkan premis terpenuhi, maka

S Y@ =7 ()

= (2n)~s/> f

)

Misalkan y’ = >, maka

(Saf () = 2m) /2 f FOe @ g5y

RS
= a5(2m)~5/? f(yl)e—ixTay’dyl
RS
= a’f(ax) = a®Sy /o f (). n

Teorema 11.12 Misalkan g € C3(R®), g =0 dan genap, serta ||g|l =1.
Definisikan g,,(x) = m®g(mx). Jika f € C(R®), maka (f * g,) 3 f pada setiap
subset kompak R®.

Salah satu ruang yang menarik untuk dibahas terkait dengan transformasi Fourier

adalah Ruang Schwartz, dinotasikan S yaitu koleksi fungsi y € C*(R®) yang

memenuhi ||lhm x*(DBy)(x) = 0, untuk setiap a, B € N§ dan x € RS, Fasshauer
X||—00

alBl

. : - - B—_ 90"
(2007). Fungsi y disebut test function. Perlu diketahui bahwa DF = PRSP E

dan

2

~allxlly untuk setiap

|B] = 3=, B;. Salah satu contoh adalah fungsi Gauss yaitu e

x €RS,a>0.

2
lxl12/2

Teorema 11.13 Fungsi G(x) = e memenuhi G = G.

s/2
Teorema 11.14 Definisikan g,,(x) = (%) e~mIxlZ m e N, x € RS. Jika

f € C(R®) naik perlahan, maka

fx)=1lim | f(w)gm(w—x)dx.
m-o Jps
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1.3 Ukuran Borel

Misalkan € sebarang himpunan. Koleksi semua subset Q disebut himpunan kuasa

dan dinotasikan sebagai P ().

Definisi 11.14 Misalkan dan R € P(Q), R disebut ring pada Q jika memenuhi:
) O€ER.

i) Jika A,B € R, maka A€ € R.

iii) JikaA,B € R,makaAUB € R.

Definisi 11.15 Misalkan R ring pada Q. Fungsi fi : R = [0, o) disebut pra-ukuran,
jika memenuhi:

) 2@ =0,
ii) misalkan 4; € F4, j €N, jikaUA; € F¢, maka i (U4;) = X a(4).

Teorema 11.16 Setiap pra-ukuran ji pada ring R memiliki perluasan u pada o(R)

dimana o (R) adalah aljabar-o.

Perlu diketahui bahwa setiap pra-ukuran yang terdefinisi pada aljabar-c merupakan
ukuran. Ukuran juga dapat bernilai negatif yang dikenal sebagai sign-measure yaitu
fungsi i : A — R dengan A merupakan aljabar-o. Kelak, ukuran yang digunakan

dalam pembahasan adalah ukuran yang taknegatif.

Selanjutnya, akan diperkenalkan konsep ukuran untuk kasus Q yang merupakan

ruang topologi.

Definisi 11.17 Misalkan Q ruang topologi dan O adalah koleksi himpunan-
himpunan buka. Aljabar-o yang dibangun oleh O disebut Borel aljabar-o dan
dinotasikan sebagai B(Q). Jika Q adalah ruang Hausdorff, maka ukuran p yang
terdefinisi pada B(Q) yang memenuhi u(K) < oo, untuk setiap K < Q kompak,

disebut ukuran Borel.

1.4 Fungsional Linear

Salah satu teorema yang bersinggungan dalam pembuktian Teorema Bochner

adalah representasi Riesz dan perumumannya. Tetapi, sebelum berkenalan dengan

9



Bab Il Matriks Semi Definit Positif dan Transformasi Fourier

teorema tersebut diperlukan pemahaman dasar tentang fungsional linear dan
beberapa sifatnya, sebagaimana yang dibahas dalam buku “Elementary Functional

Analysis” karangan Barbara.

Definisi 11.18 Misalkan X adalah ruang linear bernorm atas C. Fungsional linear

pada X adalah pemetaan A: X — C yang memenubhi

Alax + By) = Alax) + A(By),
untuk setiap x,y € X dan a, 8 € C.

Definisi 11.19 Misalkan X adalah ruang linear bernorm dan A: X — C, A disebut
fungsional linear terbatas jika terdapat C > 0 sehingga |A(x)| < C||x]|, untuk

setiap x € X.

Teorema 11.20 Misalkan A: X — C adalah fungsional linear, A kontinu jika dan

hanya jika A terbatas.

Teorema 11.21 (Teorema Representasi Riesz) Misalkan 2 ruang metrik yang
kompak lokal. Jika A fungsional linear yang kontinu pada C, (£2) dan A(f) = 0,
untuk setiap f € C, (2) dengan f > 0, dan terdapat u = 0 ukuran Borel di 0,

maka

A(f) = f FGOdu()
N

untuk setiap f € Co (12).

10



Bab 111 Fungsi Semi Definit Positif

Pada bab ini akan diperkenalkan fungsi semi definit positif yang telah disebutkan
pada bab sebelumnya. Fungsi ini terkait dengan masalah interpolasi, khususnya
matriks interpolasi yang bersifat semi definit positif seperti yang telah disinggung
pada Bab I.

Definisi 111.1 Misalkan X ruang linear atas lapangan R atau C. Fungsi f: X — C
disebut fungsi semi definit positif pada X jika untuk setiap x;, ..., x,, € X, matriks
A dengan [A;;] = [f(xi —x;)] merupakan matriks semi definit positif atau

u*Au = 0, untuk setiap u € C™.

Jika u*Au > 0 dengan titik-titik x; yang berbeda satu sama lain dan u # 0, maka

f disebut fungsi definit positif seperti yang dibahas oleh Karimah (2017).

Contoh I11.2 Misalkan X ruang linear dany € X. Fungsi f(x) = e merupakan

fungsi semi definit positif pada X.

Bukti. Ambil x4,...,x, € X dan u € C" sebarang. Maka matriks A dengan

[4i;] = [f (xi — x;)] yang memenuhi

n n
uAu = Z Zu_kujf(xk - xj)
k=1j=1

n
2 u_ku] e"(xk_xj)y

N 2
= zuje_‘xfy >0.
Jj=1

Berdasarkan definisi, fungsi f semi definit positif. [ ]

11



Bab 111 Fungsi Semi Definit Positif

Teorema berikut memberikan salah satu sifat fungsi semi definit positif yaitu

ketertutupan terhadap penjumlahan.

Teorema I11.3 Penjumlahan dua fungsi semi definit positif merupakan fungsi semi
definit positif.

Bukti. Ambil x4, ..., x,, € X danu € C" sebarang. Misalkan f, g fungsi semi definit
positif. Karena f,g semi definit positif, berdasarkan Definisi I11.1 diperoleh
[4i;] = [f(xi — %)), [Bij] = [9(xi —xj)], dan w*Au >0, serta u*Bu > 0.
Misalkan h = f + g, dengan kata lain [h(x; — x;)] = [4;;] + [By;], sebut [C;;].
Akibatnya,

n n
z wu;Cyj = Z Z wu;(Aij + Bij)

=u*Au+ u*Bu > 0.

Berdasarkan Definisi 11.4, fungsi h = f + g semi definit positif. |

Teorema I11.4 Jika f fungsi semi definit positif pada ruang linear, maka
i) f(0) =0,
i) f(=x) = f(),
i) |f ()| < £(0).
Bukti. Misalkan f fungsi semi definit positif. Berdasarkan Definisi I11.1, tinjau
n = 1 diperoleh matriks semi definit positif berukuran 1 x 1, sehingga
[A11] = [f (e —x)] = f(0) = 0.
Selanjutnya, tinjau n = 2, diperoleh matriks semi definit positif berukuran 2 x 2.

Misalkan x, = x dan x; = 0, maka

fl —x1)  flxg —x7) _ [f(o) f(—x)] dan
fOop—x1) flx,—x3) fx) f(0)

O  f

A=
fG=x) fO]

12



Bab 111 Fungsi Semi Definit Positif

Karena A matriks Hermite, maka
_ [0 f(=x) fO)  f(x) ;
A= [ fx)  f(0) ] Lf( x) f(O)l A4
Dengan demikian, diperoleh f(—x) = f(x).
Langkah terakhir adalah menunjukkan bahwa |f(x)| < f(0). Karena A matriks

semi definit positif, berdasarkan Lemma 11.5, A memiliki determinan taknegatif

yaitu
_ f(O) f(_x) _ 2 TN _ 2 2
0 < det(4) = ) F0) = f(0)? = fl)f(x) = £(0)* = [f ().
Jadi, diperoleh £(0) = |f(x)]. ]

Keberadaan Lemma Schur pada Bab Il memberikan peran penting dalam
munculnya teorema berikut, yakni ketertutupan fungsi semi definit positif terhadap
perkalian.

Teorema I11.5 Koleksi dari semua fungsi semi definit positif yang terdefinisi di

ruang linear bersifat tertutup terhadap perkalian.

Bukti. Ambil f,g fungsi semi definit positif yang terdefinisi di X dan
X1, %z, ..., X € X sebarang. Akibatnya, matriks 4 dengan [4;;] = [f (x; — x;)] dan
[Bi;] = [9(xi — x;)] taknegatif. Misalkan h = fg dan [C;;] = [4;][B;;]. Karena
[Ci;] adalah hasil kali Schur, berdasarkan Lemma Schur, matriks [C;;] merupakan

semi definit positif. Akibatnya, fungsi h semi definit positif. [ ]

Teorema I11.6 Jika f fungsi semi definit positif pada ruang linear bernorm X,

maka
If () = FOII? < 2f(0)Re[f(0) — f(y — x)].

Bukti. Karena f merupakan fungsi semi definit positif, berdasarkan Definisi I11.1,
untuk n = 3 diperoleh matriks semi definit positif berukuran 3x 3. Ambil u € C3
sebarang, sehingga u*Au = 0. Misalkan x; = x,x, = 0,x3 = x — y, diperoleh

f  fG) f T
[ w ul|f(x) (O fly—x) [uz
o) foO-—x fO) ]lus

> 0. (3.1)

13



Bab 111 Fungsi Semi Definit Positif

Berdasarkan Pertidaksamaan (3.1), diperoleh
[lus|? + luz|? + lus|?1£ (0) + 2Re[uyu, f (x) + Tusf (v) + Uusf(y —x)]1 = 0
Pilih & € R sedemikian sehingga e®®[f(x) — fF(»)] = lIf (x) — FWII.
Misalkan u; = t,u, = e'?,dan u; = —e?, dengan t € R, sehingga

(t2 + 2)f(0) + 2Re(te®(F(x) — f() — fy —0)] = 0.
Selanjutnya, substitusi e’ (f(x) — f(»)) dengan ||If (x) — f(3)|l, maka

t2£(0) +2f(0) + 2Re[t lIf () — fFWI - fy —x)] = 0.
Karena ||f (x) — f(y)|| bernilai real, maka

t2£(0) + 2llf ) — fF(WIIt + 2Re[ f(0) — f(y —x)] = 0.
Pertidaksamaan tersebut membentuk fungsi kuadrat yang taknegatif, sehingga
memiliki diskriminan yang takpositif, yakni

4llf () = fFONI? = 4f (0)2Re[f(0) — f(y —x)] < 0.

Dengan demikian, diperoleh

£ G = FOINI? < 2f(0)Re[f(0) — f(y — x)]. n

Akibat I111.7 Jika f semi definit positif dan kontinu pada 0, maka f kontinu

seragam pada ruang linear bernorm X.

Bukti. Ambil € > 0 sebarang. Berdasarkan premis, f kontinu di 0, yakni terdapat

&, > 0 sehingga untuk setiap x € X dengan ||x — 0]| < &; berlaku

62

2f(0)
Berdasarkan hal tersebut, untuk setiap x, y € X dengan ||(y — x) — 0] < 6; juga

If G = FOIl <

berlaku

If (v —x) = F(O)Il < &2/2f(0)
dan perhatikan pula bahwa Re[f(0) —f(y—x)]<|If(y —x)— f(0)]l.
Selanjutnya, kalikan kedua ruas dengan 2£(0), diperoleh

2f(0)Re[f(0) — f(y — x)] < &% 3.2)
Pilih § > §; sehingga untuk setiap x,y € X dengan ||lx — y|| < &, berdasarkan
pertidaksamaan (3.2) dan Teorema I11.6 diperoleh ||f(x) — f()]|? < 2. Hal ini
mengakibatkan, |[f(x) — f(¥)|| < e. Dengan kata lain, f kontinu seragam. |
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Salah satu perolehan penting dari fungsi semi definit positif adalah karakterisasi
dari fungsi tersebut yang pertama kali diperkenalkan oleh Bochner pada tahun
1933. Karakterisasi tersebut berkaitan dengan transformasi Fourier, yaitu setiap
fungsi semi definit positif yang kontinu merupakan transformasi Fourier dari suatu
ukuran Borel yang bernilai hingga. Namun, untuk membuktikan karakterisasi
tersebut diperlukan dua teorema penunjang yang dirujuk dari Wendland (2005).

Teorema V.1 Misalkan f: R% — C kontinu. Fungsi f semi definit positif jika dan

hanya jika f terbatas dan memenuhi

f f =y )y (y)dxdy =0
]RS ]RS
untuk setiap y € S, dengan S Ruang Schwartz.

Bukti. Berdasarkan premis, f terbatas dan memenuhi

[ [ re=yrevGraxay 2o
[RS RS

Pertama akan dibuktikan f semi definit positif, dengan kata lain harus ditunjukkan
N

Z aja_kf(xj - xk) = 0.

jk=1

Perhatikan bahwa

G D) = f (& — POy,
RS

dengan 7(x) = y(—x), sehingga

G0 = fRJ(’“ P dy.

Kemudian, kalikan dengan f (x) dan integralkan sepanjang R® sehingga diperoleh

£GO (7 * 7)(@)dx = j £y — )y () dy dx
RS RS JRS

= [ [ rne+ieiayax
RS RS
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Misalkan x" = x + y, maka

£GO (7 * 7)(x)dx = j F& =YY )dx dy
RS RS RS

~ [ [ re-yr@itiaxdy = o,
RS RS

Ambil x4, x5, ..., xy € RS dan a;, a,, ..., ay € C sebarang. Pilih
N

Ym = Z 4 g2m( =),
j=1
s/2
dengan g, (x) = (%) e~mllxllz,

N
m

Perhatikan bahwa g,,, (x) = (%)2 e~ mlIxlz = (—)2 e~ IV2mxl,/2 Berdasarkan

A

Teorema 11.11 iv) dan 11.13, maka
S S
myz my\z
gn(0) = () 6(V2m) = (T)°s_1 600,

Dengan cara serupa, diperoleh

[NII%)

me(x)=(2?m> S 1 Gx).

;

Selanjutnya, catat juga bahwa
N N

Ym(w) = z i gom(w —x;) = Z & Ty;92m ().
j=1 j=1
Akibatnya, transformasi Fourier dari y,,, adalah
N N
Pn(@) = ) (T gam) @) = ) ae™ @ igm @), (41)
j=1 j=1

Kemudian akan dihitung transformasi Fourier dari

S

@ = (Z)° $ 1 60
2m

berdasarkan Teorema Il. 11 iv) dan 11.13, diperoleh

7o) = (%)E (s%cy(x) — (%)E (J%)Ssﬁé(x) - (\/%)SSWG(JC).
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Karena G (\/_) S 7mG(x), maka
1 s _||L||2/2 1 s
7o (x) = (_) o IVzmll,"? _ (_) e-lxl3/am
V2m V2m
dengan cara serupa, dapat dibuktikan bahwa
_ 1\ _llali3
Gom(x) = (—m) e 8m, (4.2)
Berdasarkan (4.1) dan (4.2), diperoleh
N
Pm(w) = z aje "% g (w)
j=1
N S
a: e—lw x]< ) e—llwll%/Sm
— g \V2m
j=1
N
= (2m)~s/? Z aje i@ X lwllE/Em,
j=1

Langkah berikutnya adalah melakukan transformasi Fourier terhadap konvolusi y,,

dengan y;,,, yakni

e * 70" (@) = )2 |7 () ]?
2

N
= (2m)s/? [(2m)~5/? 2 a]-e"i“’T"fe‘||“’||5/8m
=1
Catat bahwa
N 2 N
Zaje-inxje—nwn%/sm _ Z a e (3 g lwlE/am,
= fl=1
sehingga
N N
() (@) = ) e ™ 67 g @) = " o (T(yy o) 9m) (@)
jk=1 jk=1

Dengan menggunakan fakta bahwa (T(xj—xk) gm) (@) = Gml(w — (x5 — x1)),

maka
N

(U * ) (@) = " T g (0 — (o — 20)).

jk=1
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Kemudian akan ditunjukkan X%, _, aja_kf(xj —x) = 0.

Ambil a € C™ sebarang. Berdasarkan Definisi I11.1 dan Teorema 11.14,
N

N
D (g —x) = ) am him | FG0) g = (= 00

Jk=1 jk=1

N
= lim fRsf(x) Z ajq Gm (x — (xj - xk)) dx

m—oo
Jk=1

= lim fF(x) W * ¥m) (x)dx = 0.
m-o Jps

Dengan demikian, terbukti bahwa f semi definit positif .

Sebaliknya, akan ditunjukkan f terbatas dan memenuhi

f fx —y)y@)y)dxdy =0. (4.3)
RS JRs

Misalkan f: R® — C semi definit positif dan kontinu. Karena f semi definit positif
dan berdasarkan Teorema I11.4, f terbatas. Ambil y € S sebarang. Persamaan (4.3)

terintegralkan, yakni untuk setiap € > 0, Q@ < R® cube tutup, sehingga

[ ] re-yweormiasy- [ [ foc-yrortiday| <3, @)
RS /RS Qe JQ

Karena Q cube tutup, integral lipat sepanjang Q tersebut merupakan limit dari

jumlah Riemann, diperoleh

n

[ | = yweoytiaxdy = Y G - ndr(s)ap G| <5 45)
Q JaQ

jk=1
untuk setiap x4, ..., x, € R® dan qq, ..., g, € C. Berdasarkan Persamaan (4.4) dan
(4.5), diperoleh

[ [ re=yverGadxdy = Y £ - xi)y()ay G| <=
RS JRS

Jk=1

Akibatnya,

n

[ ] rec=yweon@isdy < 7 £ - 1y (5)a7 G + e
RS RS

Jk=1

18



Bab IV Karakterisasi Fungsi Semi Definit Positif pada RS

Karena f definit positif, maka berdasarkan Definisi I11.1 berlaku

n

Z f(x; = x )y (%) ;v Cadge = 0

Jjk=1

untuk setiap y(x) € C™ dan untuk € — 0, diperoleh

0< flx — »)y()y(y)dxdy.
Iyl

Teorema berikut merupakan perumuman dari Teorema Representasi Riesz.

Teorema 1V.2 (Perumuman Teorema Representasi Riesz) Misalkan
A: €5 (R¥) — C fungsional linear yang taknegatif untuk setiap f € Cg’(R®) dengan
f = 0. Maka A memiliki perluasan pada C, (R®) dan terdapat u > 0 ukuran Borel

yang memenubhi

M) = [ Fedue)
]RS
untuk setiap f € Cy (R?).

Bukti. Ambil 1 € C (R?) fungsional linear sebarang dengan A(f) = 0, dan f €
Co (R%) dengan f > 0. Akan dibuktikan terdapat x > 0 ukuran Borel sehingga

Af) =] f)dux), f € (o (RY).
RS

Bukti dari teorema ini dibagi menjadi tiga langkah sebagai berikut.
Langkah 1. Ambil K € RS kompak, maka Cy’ (K) < Cy (R?®), dengan Cy (K)
koleksi fungsi yang memiliki support di K. Akan dibuktikan A terbatas lokal yaitu
A < MilIf |l oo x), untuk setiap  f € Cg’(K), dimana M, adalah suatu
konstanta yang bergantung pada K. Pilih ¢ € Cg’(R®) dengan ¢|K = 1 dan¢ > 0.
Jika f € €3 (R®) bernilai real, maka

If ey + f = 0dan [|fll =@y — f = 0.
Akibatnya, diperoleh 0 < A(lIfllo0y@ + ) = If lleA(@) + A(F)  dan
0 < Alf ooy — £) = lIfllexnA(@) — A(F), sehingga dapat ditulis sebagai
A(f) = =IIfllio@x)Ale) dan (f) < [If]l A(e). Dengan Kata lain,

IA(O] <A@l r)-
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Jika f € CT(RS) bernilai kompleks, maka pilih 8 € R sehingga e®A(f) € R.
Misalkan f = a + ib. Perhatikan bahwa

A(Re(f)) = A(Re(a + ib)) = A(a) = Re(A(a) + iA(b)) = ReA(f),
sehingga A(Re(e’?f)) = Re(A(e'?f)) = A(e'?f) = e!9A(f). Oleh karena itu,
A1 = eI = [e?a()] = |2 (Re(eF) )| < 2@ |Re(e™ )l ngr

= @) |e®|lIf Iy = 2@ f Il oo k)
Dengan demikian, [A(f)| < A(@)IIf |l k), untuk setiap f € €3’ (R?).
Langkah 2. Akan ditunjukkan bahwa A memiliki perluasan lokal pada C, (K).
Karena A terbatas di Cy(K), 4 kontinu. Ambil0 < f € C, (K) sebarang.
Selanjutnya, konstruksi {f;} di Cg’(K) yang konvergen seragam ke f. Dengan kata

lain, lim f; = f. Karena f € C, (K), {f;} dapat dipilih sebagai konvolusi f dengan
]—)00

fungsi-fungsi taknegatif dan punya kompak support, yaitu f; = f * g;, j € N.
Karena A kontinu dan f; — f, lim A(f;) = A(f). Perhatikan
]—)OO
1) =1m () =4 (imf) =2 (1m [ = g0ay) =0
K
Karena K kompak, A(f) = 0 kontinu, untuk setiap f € C, (K), dengan f = 0,
maka berdasarkan Teorema Representasi Riesz, A memiliki perluasan pada C, (K),

dan terdapat u > 0 ukuran Borel pada B(K) yang memenuhi

Mﬂ=ffummn
K

Langkah 3. Kemudian, akan ditunjukkan bahwa A memiliki perluasan di RS®.
Misalkan ring F5={U%la;, b)):a;, b; € R%, a; < b;} yaitu koleksi dari
gabungan berhingga kubus semi buka. Misalkan K; = {x € R": [|x[|, < j}. Ambil
A € F* sebarang. Pilih j cukup besar sehingga A < K;. Definisikan pra-ukuran
fi:FS — [0, ) dengan fi (A) = ux,(A), yang memenuhi:

i) fi (8) =0,

ii)  misalkan 4; € FS, j € N, jika U4; € F5, maka i (U4;) = X i(4)).
Berdasarkan Proposisi 5.31, maka fi(4) = u(A4), A € RS. Dengan demikian,

Af) =] f)dux). u
]RS
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Teorema IV.3 (Teorema Bochner) Suatu fungsi kontinu ¢: RS - C adalah
fungsi semi definit positif jika dan hanya jika fungsi tersebut merupakan
transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif pada R?,
yakni
Pp(x) = alx) = (27t)_5/2j e"ixT“’d,u(w), x € RS,
]RS
Bukti. Pertama asumsikan bahwa ¢ merupakan transformasi Fourier dari suatu

ukuran Borel yang taknegatif. Ambil x;, ..., xy € RS dan a € CV sebarang. Maka

diperoleh
N N
> - w) = @0 Y agi [ e eduw)
jrk=1 j,k=1 RS
N 2
= o2 |y f e Odu(w)| = 0.
=1 R

Dengan demikian, fungsi ¢ semi definit positif.

Sebaliknya, misalkan ¢ semi definit positif. Pertama, definisikan A suatu fungsional

linear pada S, yaitu

Ay) =] ¢y (x)dx, y€S.
[RS

Jikay € Sdengany = ||?, 3 € S, maka dapat dicari A(y) dengan f = 1, yaitu

Ay) = RSd)(x) Y ()dx = de)(x) (13" (x)dx
=) 90 (IFF)~Goax
= [ 0@ @y (F7) (ax
= (2m)~5/? fqub(x) (f = f)x)dx

= (2m)~s/? f d(x — ) f()dxdy = 0.

RS JRRS

Oleh karena itu, diperoleh 1 yang taknegatif pada {y € S : y = ||, ¢ € S}.
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Langkah kedua adalah memperluas A pada {y € Cg’(R®) dengan y = 0}. Ambil
¥ € CP(R) dengany = 0. Bentuk y + &2G, dengan G(x) = e~ *I2/2 untuk
setiap £ > 0. Akibatnya, dapat dicari \/y + £2G sebut y,, jelas bahwa y, € C*
bahkan y, € S. Perhatikan bahwa

0 <A(nl®) = (|\/V + £2G | ) = Ay) +2A(6),

sehingga diperoleh A(y) = 0untuk & —» 0. Karena A(y) =0 pada CZ(RS),
berdasarkan Teorema 1V.2 diperoleh ukuran Borel taknegatif u, dengan

$(—x)dx = du(x) yang memenuhi

A = [ rdu), 7€ ER)
Selanjutnya, gunakan hampirarllR konvolusi untuk menunjukkan keberhinggaan .
Hampiran konvolusi menggunakan keluarga fungsi g,,(x) = m®g(mx) dengan
g € C(R%) N LY(R®), g =0, dan [ g = 1. Di sini diperlukan g € C, (R®) yang
taknegatif, untuk menunjukkan hal tersebut pilih g, € Cy(R®), kemudian
definisikan g = (g, * §o)~. Perhatikan bahwa
3 = (go* o) = (2n)21gl? = 0.
Karena g € L'(R®), berdasarkan Teorema Riemann-Lebesgue, ”i}'rgw gx) =0.

Dengan demikian, didapat § € C, (R®), g € Sdan g € (3’ (R®).
Langkah berikutnya adalah menujukkan ¢ memiliki masa total yang hingga dengan
menggunakan A yang telah diperoleh pada langkah sebelumnya. Perhatikan bahwa

$@gn(dx = [ nGIdne) = |
RS

R

(X
§ g (E) dp(x),
dan

gm(x) = m*g(mx) = m® [mig (%)] =4(3)

Akibatnya, diperoleh

X .
lim g( ) = lim m®g§(mx) = m® lim (Zn)_s/zf g(my)e—leydy.
m—co m— oo m—oo RS

Misalkan y’ = my dan dy’ = mSdy, maka

ixTy'

lim g( ) ms(2m)” lemj gy e " m m™dy

m—-0oo

Dengan menggunakan Teorema Terdominasi Lebesgue, diperoleh
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x _s _ixTy’ _s
lim g(—) =2n)"2 gy lime  m dy = (2m)2.
m RS m-—co
Selanjutnya, integralkan kedua ruas dan gunakan Lemma Fatou, sehingga
X

@0 | aue= | tim (%) duco

< lim g(%) du(x)

m-o Jps

=r}Li£rgof P (x)gm(x)dx
RS

= ¢(0).
Hal tersebut mengakibatkan
S
du(x) < (2m)2 ¢(0),
RS

dengan kata lain total masa u terbatas. Karena u hingga, diperoleh

¢(x) = lim | ¢(w)gm(x — w)dw
m-o Jps

m—0oo

= lim | Gnlx— w)du(w)
RS

= lim | e "%, (—w)du(w)

m-o Jps
_i —ixT(u
=Q@2m)7z| e dp(w)

]RS

Dengan demikian, terbukti bahwa setiap fungsi semi definit positif yang kontinu

merupakan transformasi Fourier dari suatu ukuran Borel yang bernilai hingga. m

Salah satu manfaat Teorema Bochner adalah sebagai alat untuk membuktikan
karakterisasi fungsi definit positif seperti yang dibahas oleh Karimah (2017).
Aplikasi dari teorema ini juga digunakan dalam bidang statistik, khususnya terkait
time series. Dalam analisis harmonik, Teorema Bochner menyatakan bahwa fungsi
semi definit positif yang kontinu pada grup abelian yang kompak lokal bersesuaian

dengan ukuran hingga yang taknegatif pada grup dual Pontryagin.
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Bab V Kesimpulan

Dalam tesis ini telah diidentifikasi bahwa salah satu syarat cukup fungsi semi

definit positif pada ruang linear bernorm adalah memenuhi kondisi

If () = FOII? < 2f(0)Re[f(0) — f(y — x)].
Lebih jauh, jika fungsi semi definit positif kontinu pada 0, maka fungsi tersebut
kontinu seragam pada ruang linear bernorm. Selain itu, fungsi ini juga terbatas,
yaitu pada £(0) > 0 dan f(—x) = f(x). Di sisi lain, fungsi semi definit positif
memiliki sifat ketertutupan terhadap penjumlahan dan perkalian.

Dalam tesis ini juga telah dibuktikan karakterisasi fungsi semi definit positif di R®
terkait transformasi Fourier, yakni suatu fungsi kontinu adalah fungsi semi definit
positif jika dan hanya jika fungsi tersebut merupakan transformasi Fourier dari
suatu ukuran Borel berhingga yang taknegatif pada R® atau yang dikenal sebagai

Teorema Bochner.

Masih banyak hal menarik yang dapat dipelajari dari fungsi semi definit positif,
contohnya seperti barisan fungsi semi definit positif. Selain itu, perluasan dari
fungsi semi definit positif dan aplikasinya juga menarik untuk dipelajari.

Teorema Bochner juga memberikan manfaat dalam bidang matematika terapan.
Salah satu teorema berkaitan dengan Teorema Bochner adalah representasi

Herglotz yang berhubungan dengan masalah momen.
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